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Übungen zur Analysis III

1. Bestimmen Sie für die angegebenen Folgen numerischer Funktionen auf J jeweils
die numerische Funktion lim supn→∞ fn.

(a) (2P) J = [−1, 1], fn(x) = xn

(b) (2P) J = R, fn(x) = e−nx
2

(c) (2P) J = R, fn(x) =
n∑
j=0

(−x)j

j!

(d) (4P) J = R, fn(x) =

n∑
j=0

(−1)j+n
x2j

(2j)!

2. (10P) Zeigen Sie: Jede monoton wachsende Funktion f : R→ R ist Borel-messbar
(also messbar, wenn R mit der σ-Algebra der Borelmengen versehen ist).

3. (10P) Sei M ⊆ Rn. Zeigen Sie, dass M genau dann eine Lebesgue-Nullmenge ist,
wenn es eine Folge (Qj)j∈N von Quadern gibt, so dass

∑∞
j=1 λ

n(Qj) <∞ und jedes
x ∈M in unendlich vielen Qj liegt.

4. (10P) Eine Fσ-Menge ist eine abzählbare Vereinigung von abgeschlossenen Mengen,
eine Gδ-Menge ist ein abzählbarer Durchschnitt von offenen Mengen.

Zeigen Sie: Eine Menge M ⊆ Rn ist genau dann Lebesgue-messbar, wenn es eine
Fσ-Menge F und eine Gδ-Menge G gibt, so dass F ⊆M ⊆ G und λn(G \ F ) = 0.

Hinweis: Verwenden Sie Satz 4.6.
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