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1 Wahrscheinlichkeitstheorie

Die Vorlesung orientiert sich an dem Buch | ] von C. L. Evans. Ein detaillierterer
einfiihrender Text ist das Buch | | von B. @ksendal.

Bezeichnung. O ist keine natiirliche Zahl. Fiir ein Ereignis A in einem Ereignisraum Q
bezeichne ich das Komplement mit A€ = Q \ A.

In diesem Abschnitt wird ein Abriss der fiir die Vorlesung wichtigen Begriffe der
Wahrscheinlichkeitstheorie gegeben. Die dafiir bendtigten Grundlagen der Mafitheo-
rie iibernehmen wir aus der Analysis III.

1.1 Definition. Ein Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Mafiraum (Q,/, P) mit P(Q) =
1. In diesem Fall bezeichnet man das Maf§ P als Wahrscheinlichkeitsmaf3.

Die U-messbaren Mengen bezeichnet man als Ereignisse. Anstelle der Formulie-
rung “fast iiberall” benutzt man “fast sicher”.

1.2 Beuspiel. Fiir einen topologischen Raum X bezeichnen wir mit B(X) die o-
Algebra der Borelmengen. Sei Q € B(R") und sei f: Q — [0, co[ Lebesgue-messbar
mit [fdA, = 1. Dann wird durch

P(E) = L fdA,

ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf O gegeben. Wenn P von dieser Form ist, dann be-
zeichnet man f als Dichte von P.

Wenn f die Dichte des Mafles P ist, dann gilt fiir alle Lebesgue-messbaren Funk-
tionen g

JgdP :Jfgdkn.

1.3 Definition. Der R™ wird immer mit der o-Algebra der Borelmengen versehen.
Eine Zufallsvariable ist eine messbare Abbildung f: QO — R™.

1.4 Lemma. Se: X: Q — R"™ eine Zufallsvariable. Dann ist
UX)={X"(B)| B € B[R}

eine o-Algebra. Es handelt sich um die kleinste o-Algebra, bzgl. derer X messbar
1st. Man bezeichnet sie als die von X erzeugte o-Algebra.



1 Wahrscheinlichkeitstheorie

1.5 Lemma. Seien X: Q — R™ und Y: Q — R™ 2wer Zufallsvariablen. Wenn Y
messbar bzgl. der o-Algebra U(X) ist, dann existiert eine Abbildung ©: R™ — R™,
so dass Y = @ o X.

1.6 Definition. Ein stochastischer Prozess ist eine Familie (X(t))i>o von Zufallsvaria-
blen. Fiir festes w € Q ist X(t, w)i>o ein Pfad des Prozesses.

Ein stochastischer Prozesses (Y(t))i>o ist eine Version von (X(t))>o, wenn fiir alle
t > 0 die Gleichheit X(t) = Y(t) fast sicher gilt.

1.7 Bezeichnung. (a) Fiir eine vektorwertige Zufallsvariable X = (X',...,X"): Q —
R™ mit integrierbaren Komponentenfunktionen definieren wir das Integral kom-

ponentenweise, also
JXdP = (Jx‘ dp,. ..,JX”dP) .

In | | wird der Index oben notiert, um die untere Position fiir partielle
Ableitungen nutzen zu konnen.

(b) Eine Zufallsvariable X hat k-te Momente, wenn |X] fiirj = 0,..., k integrierbar
ist. Mit |-| wird die euklidische Norm bezeichnet.

1.8 Definition. (a) Fiir eine integrierbare Zufallsvariable X bezeichnet
E(X) = JX dp

den Erwartungswert.

(b) Wenn die Zufallsvariable X zweite Momente hat, dann bezeichnet
V(X) = J|x —E(X)|*dP
ihre Varianz.

Bemerkung. V(X) = E(|X]?) — [E(X)]*.
1.9 Bezeichnung. Fiir x,y € R™ schreiben wir x <y, wenn x; < y; firj =1,...,n.
1.10 Definition. Es sei X: O — R" eine Zufallsvariable.

(a) Ihre Verteilung ist das durch

M — P(X e M)

gegebene Wahrscheinlichkeitsma$.



(b) Ihre Verteilungsfunktion ist gegeben durch
Fx: R" — [0,1], Fx(x) =P(X <x).

Wenn n Zufallsvariablen Xj,..., X, gegeben sind, dann kombiniert man sie zu
einer R™-wertigen Zufallsvariablen X und setzt Fx, . x, = Fx.

(c) Wenn es eine messbare Funktion f gibt, so dass fiir alle A € B(R")

P(X € A) :J fdAn,
A

dann bezeichnet man f als Verteilungsdichte von X.

1.11 Bewspiel. (a) Wenn X: Q — R die Dichte

1 mm)?
f(x) = e Tt

besitzt, dann sagt man, X sei N(m, o?) verteilt.

(b) Wenn C € R™™ invertierbar und symmetrisch ist und X: Q — R™ die Dichte
f(x) = 1 ef%(xfm)C’](xfm)
(2m)ndet C

besitzt, dann sagt man, X sei N(m, C) verteilt.
Der Satz von Radon-Nikodym (s. | |, Theorem 13.12) gibt Auskunft {iber die
Existenz von Dichten.

1.12 Satz. Die Zufallsvariable X: (O — R"™ besitze die Dichte f. Ferner ser g: R" —
R eine messbare Funktion, fir welche go X integrierbar ist. Dann gilt

E(goX) = J gf dA,.

n

1.13 Korollar. Wenn X die Dichte f besitzt und integrierbar ist bzw. zweite Mo-
mente hat, dann

E(X) = fo(x) dA(x) und V(X) = J x — E(X)P £(x) dAn (x).

1.14 Beispiel. Eine N(m, o0?)-verteilte Zufallsvariable hat Erwartungswert m und

Varianz o?.

1.15 Definition. Sei (Q, U, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

(a) Ereignisse Aq,...,A, heiflen unabhdngig, wenn fiir jede Wahl von k; < k; <
s <k <nogilt

P(Ax, N---NAy,) =P(Ay) - P(A,)-
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(b) Sei (U )ken eine Folge von o-Algebren U C U. Sie heifit unabhdngig, wenn fiir
jede Wahl k; < k; < -+ < ki, und A; € Uy, die Ereignisse A, Ay, ..., Ay
unabhdngig sind.

(c) Zufallsvariable X;, X;, ... heiflen unabhdngtg, wenn die Folge (U (Xy))xen ihrer
o-Algebren unabhéngig ist.

(d) Analog definiert man die Unabhéangigkeit einer Zufallsvariablen von einer o-
Algebra und ahnliches.

1.16 Beispiel. Sei Q = [0, 1], versehen mit dem Lebesguema$B. Fiir n € N definieren
wir die n-te Rademacher-Funktion durch

— m

1, & <w< ¥ fiir ein gerades k,
XT‘L((’U) - k k+1 . .

—1, 5 < w < 5y fiir ein ungerades k.
Die Rademacher-Funktionen sind unabhingig. Es gilt ndmlich fiir jedes x € {—1, 1},
dass

P(Xy =%1y.. oy X = x¢) =275,

P(X;=x1) - P(Xe =x) =275

1.17 Satz. Die R"-wertigen Zufallsvariablen X, ..., Xy sind genau dann unabhdngig,
wenn

Fxpox (X1, ooy xi) = Fx (x1) -+ - Fx (xx)  fiir alle x.

Wenn alle X' Verteilungsdichten besitzen, dann gilt auch

X0, X1y e ooy X)) = T, (%) - - fx, (xx) f-s.

1.18 Bezeichnung. Es sei (Q,U,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und es sei (A, )nen
eine Folge in U. Das Ereignis

limsup A, = ﬁ G Anm

n—0o0
n=1 m=n

bezeichnet man als “A,, unendlich oft”.

Bemerkung. (a) Da die o-Algebra keine Toplogie tragt, ist der Limes superior rein
formal zu verstehen.

(b) w liegt genau dann in dem Ereignis “A, unendlich oft”, wenn es unendlich
viele n mit w € A,, gibt.

1.19 Theorem (Borel-Cantelli-Lemma). Wenn } ., P(A,) < oo, dann

P (lim sup An> =0.

n—oo



1.20 Definition. Sei Q ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf dem R". Die Fouriertransfor-
maerte von Q ist gegeben durch

Q) = | e aQix)

wobei (u,x) = 3 1, ujx;.

1.21 Bemerkung. Das Wahrscheinlichkeitsmafl Q induziert via

(To» @) =j 0(x)dQx), € F(RY),

n

eine temperierte Distribution. Die Funktion Q entspricht bis auf der inversen Fourier-
transformierten dieser temperierten Distribution. Da die Fouriertransformation ein
Automorphismus des Raums der temperierten Distributionen ist, gilt der folgende
Satz.

1.22 Satz. Wenn zwei Wahrscheinlichkeitsmafle dieselbe Fouriertransformaierte
besitzen, dann stimmen sie tberein.

Beweis. Einen Beweis, der nicht auf Distributionstheorie zuriickgreift — aber den
Satz von Stone Weierstral verwendet —, findet man in Klenke | |, Satz 15.9. [

1.23 Definition. Sei X: QO — R™ eine Zufallsvariable. Die Fouriertransformierte ihrer
Verteilung bezeichnet man als charakteristische Funktion der Zufallsvariablen. Man
bezeichnet die charakteristische Funktion mit @y.

1.24 Lemma. Es seir X eine Zufallsvariable auf dem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, F,P). Dann
ox(u) = E(ei™Y).

1.25 Korollar. Seten Xj,..., X\, unabhdngige Zufallsvariablen. Dann

OXqtotxm (W) = @x, (W) - - @x, (W), ueR™

1.26 Satz. Die Zufallsvariable X ist genau dann N(u, o?)-verteilt, wenn

: 'LLZD'Z
ox(u)=e""""27, uekR.



2 Bedingte Erwartung

2.1 Definition. Seien A, B Ereignisse, wobei P(B) # 0. Dann ist

P(ANB

PIAIB) = 553

die bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der Hypothese B.

2.2 Theorem. Sei (Q,U,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und set V C U eine o-
Algebra auf Q. Sei ferner X: Q — R"™ eine integrierbare Zufallsvariable. Dann
existiert eine bis auf Nullmengen eindeutig bestimmte, V-messbare Zufallsva-
riable Z, so dass

J X dP :J ZdP fir alle A€ V. (2.1)
A A

2.8 Beispiel. V = {0, Q} ist eine o-Algebra auf Q. Wenn die Zufallsvariable Z: Q —
R V-messbar sein soll, dann muss sie konstant sein. Damit (2.1) gilt, muss diese
Konstante gleich E(X) sein. Also Z(w) = E(X) fiir alle w.

2.4 Definition. Sei (Q, U, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, sei X eine Zufallsvariablen
auf Q und sei V C U eine o-Algebra. Die bedingte Erwartung E(X|V) von X gege-
ben V ist die durch folgende Eigenschaften bis auf Nullmengen eindeutig bestimmte
Zufallgvariable

(a) E(X|V) ist V-messbar.
(b) [, XdP = [, E(X|V)dP fiir alle A € V.
Fiir eine Zufallsvariable Y setzen wir E(X|Y) = E(X|/(Y)).
2.5 Bemerkung. (a) Theorem 2.2 zeigt, dass die bedingte Erwartung existiert.
(b) Fiir A,B € Y mit P(B) # 0 und P(B¢) # 0 gilt
E(xalxs) = P(AB)xs + P(AIB)xge.
Beweis auf Blatt 2.

2.6 Satz. Set (Q,U,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum mat Zufallsvariablen X und 'Y
und ser V C U ewne o-Algebra.

10



(a) Fir a,b € R gilt E(aX + bY|V) = aE(X[V) + DE(Y, V).

(b) Wenn X V-messbar ist, dann E(X,V) =X f.s.

(c) Ser X V-messbar und sei XY integrierbar, dann E(XY|V) = XE(Y|V).
(d) Wenn X unabhdngig von V ist, dann E(X[V) =E(X) f.s.

(e) (Turmeigenschaft) Wenn W C V eine weitere o-Algebra ist, dann gt

E(XW) = E(EXWV)W) = EEXW)V).

(f) Wenn X <Y, dann E(X|V) <E(Y|V) f.s.

11



3 Der Wienersche Prozess

Wir wiederholen den Maffortsetzungssatz aus der Analysis III.

3.1 Definition. Seien X eine Menge und R C P(X). R ist ein Ring von Teilmengen
von X, wenn

(a) beR.
(b) Sind A,B € R, soist AUB € R.
(c) Sind A,B€ R,soist A\B e R.

3.2 Definition. Seien X eine Menge und R ein Ring von Teilmengen von X. Eine
Abbildung pu: R — R U{oco} ist ein Prdmafs, wenn

(a) u(@) =o.
(b) u(A) >0 fiir alle A € R.

(ili") (o-Additivitat) Sind A;, A, -+ € R paarweise disjunkt und ist | ), ; Ay € R,

so gilt
H(U Am) = Z H(Am)-
m=1 m=1

3.3 Theorem (MaBfortsetzungssatz von Carathéodory). Seien X eine Menge, R ein
Ring von Teilmengen von X und u ein Pramafl auf R. Dann kann u zu einem
Mayfs fortgesetzt werden.

3.4 Bezeichnung. Sei T C [0, co[ ein abgeschlossenes Intervall oder T = Ny. Fiir jede
Wahl von k € N und tq,t5,...,tc € T sei ein Wahrscheinlichkeitsmaf v, auf dem
R™ gegeben. Die Familie

{V’q,...,tk | k € N) t])t2> ey 1:k € T}
heifit konsistent, wenn

(a) Fiir jedes k € N, jede Permutation o von {1,...,k}, jede Wahlvon ty,...,ty € T
und Borelmengen Fy,...,F, C R" gilt

Vi Fi x oo X F) =vy o (Forg) X - X Foorg),

o(1)te) (

12



(b) Fiir k,m € N, jede Wahl von ty,...,tx,m € T und Borelmengen Fy,...,F, CR"
gilt

Vit (F1 X o X B) = vy (Frox oo X Fg x R x - - x R™).

3.5 Theorem (Fortsetzungssatz von Kolmogorow). Es set
{‘Vthn-»tk | k € N, t],tz, ceey tk E T}

eine konsistente Famailie von Wahrscheinlichkeitsmaflen. Dann existieren ein
Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P) und ein stochastischer Prozess (Xi)ier auf Q,
so dass

Vi, (F1x - x F) =P(X(t) € Fr,..., X(t) € R,

fir alle Wahlen von k € N, t;,...,tx € T und Borelmengen Fy,..., F.

Der Satz kann auf den Mafifortetzungssatz von Carathéodory zuriickgefithrt wer-
den. Details findet man in Aliprantis und Border | |, Theorem 14.23.

3.6 Korollar. Es gibt einen Wahrscheinlichkeitsraum (Q,F,P), der eine Folge
(XMnen von unabhdngigen, N(0,1)-verteilten Zufallsvariablen besitzt.

3.7 Definition. Ein R-wertiger stochastischer Prozess (W(t))i>o hei3t (eindimensionale)
Brownsche Bewegung oder Wienerscher Prozess, wenn

(2) W(0) =0 f.s.
(b) Fiir t > s > 0 ist W(t) — W(s) N(0,t — s)-verteilt.

(c) Fiir 0 < ty < -+ < t, sind die Zufallsvariablen W(t;), W(t;) — W(t), ...,
W(t,) — W(t,_ 1) unabhingig.

(d) Die Pfade sind fast sicher stetig.

3.8 Bezeichnung. Wir setzen

1 (x —y)?
g(x, thy) = mexp(——ﬁ )

3.9 Theorem. Sei (W(t))i>o etne Brownsche Bewegung, set n € N, seten 0 =ty <
t < <ty und ser f: R* — R Borel-messbar. Dann gilt

E(f(w(tl )) LERE W(tn))

:J J f(X],...,Xn)g(X1,t1’O)Q(Xz,tz—tﬂ?ﬂ) ,,.g(Xn,tn—tnq’an])an--- dxg.

—00 —00

13



3 Der Wienersche Prozess

3.10 Bezeichnung. Die Haar-Funktionen sind definiert durch
ho(t) =1 0<t<,

1 o<t<!

1
-1, 5<t<,
_on k=241
v Kl << T
k—2n+1 _on
hk(t) = _zn/Z) 2n+2 <t< k §n+])
0, sonst,

wobei 2™ < k < 2™,

3.11 Satz (Haar (1909)). Die Haar-Funktionen bilden eine Orthonormalbasis des
%[0, 1.

Der Beweis orientiert sich an dem von Theorem 1.4 des Buchs von Wojtaszc-
zyk | ]

3.12 Bezeichnung. Fiir k € Nj setzen wir
Sk(X) = J hk(t) dt
0

und s_; = 1. Die Folge (sx)ken,ui—1} ist das Faber-Schauder-System.
Faber konstruierte es 1910 und zeigte, dass es eine Schauderbasis fiir C[0, 1] ist.
Schauder verallgemeinerte spater diese Konstruktion.

o1

3.13 Lemma. (a) Firn e Ny und 2™ <k < 2" gilt ||silec =272
(b) Fir s,t €[0,1] gilt
Z Sk(s)sk(t) = min(s, t).
k=0
3.14 Definition. Sei 0 < vy < 1, sei X C R™ komkakt und sei f: X — K eine stetige
Funktion.

(a) fist Holder-stetig zum Exponenten vy in x € X, falls es eine Konstante C gibt,
so dass
If(x) — f(y)] < Clx —y]" fiir alle y € X.

(b) f erfiillt eine Hélder-Bedingung zum Exponenten y, wenn es ein C gibt, so
dass
f(x) = f(y)] < Clx —y[’

fiir alle x,y € X.

14



(c) Der Raum aller Funktionen, welche eine Holder-Bedingung zum Exponenten y
erfiillen, wird mit C%¥(X) bezeichnet und mit der Norm

f —f
Il = ot sup L0I= O
XY EX,xAY ‘X -y ’y

versehen.

3.15 Bemerkung. (a) Die Holder-Bedingung zum Exponenten 1 wird iiblicherweise
als Lipschitz-Bedingung bezeichnet.

(b) Der Raum C%Y(X) ist ein Banachraum. Das wird als Aufgabe 2.15 in Kabal-
lo | | gezeigt.

3.16 Lemma. Se:z 0 < 6 < % Wenn |ay| < Ck2%¢ fiir C > 0 und € > 0 geeignet,
dann konvergiert die Rethe Y =, axs, in C°[0,1].

3.17 Lemma. Set (Ay)xen eine Folge unabhdngiger, N(0, 1)-verteilter Zufallsvaria-
blen. Dann existiert eine Nullmenge N, so dass es zu jedem w ¢ N emn C > 0

gibt, so dass fir alle k
|Ak(w)] < C/log(k +1)

3.18 Satz. E's sei (Ay)ken eine Folge unabhdngiger, N(0, 1)-verteilter Zufallsvaria-
blen. F4ir jedes § < % konvergiert die Reihe

W(t) =) Aesc(t), 0<t<T,
k=0

fast sicher in C%®[0,1]. Ferner gilt:
(a) (W(t))i>o ist eine Brownsche Bewegung.

(b) Fvr fast alle w ist der Pfad t — W(t,w) Hdlder-stetig zum Ezponenten §,
insbesondere stetig.

3.19 Satz. Seien X,..., Xnm unabhdngige, R*-wertige Zufallsvariablen und seien
f: (R = R und g: (R*)™ — R messbar. Dann sind die Zufallsvariablen

Y =f(Xy,...,.Xn) und Z:=gXnity.--yXnim)
unabhangig.
Bewess. Steht in §2.3 von | |. Er zitiert das Buch | | von Breiman. O

3.20 Theorem. Es sei (Q,U,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, auf dem es abzdhl-
bar viele unabhdangige, N(0, 1)-verteilte Zufallsvariablen gibt. Dann gibt es auf Q
emnen eindimensionalen Wienerschen Prozess.

15



3 Der Wienersche Prozess

3.21 Bezeichnung. Unter /(X(t)[t € T) versteht man die kleinste o-Algebra, die alle
Mengen der Form X(t)~'(B), t € T, B € B(R"), enthilt.

3.22 Definition. Ein R™-wertiger stochastischer Prozess ist eine n-dimensionale Brown-
sche Bewegung oder ein n-dimensionaler Wienerscher Prozess, falls

(a) WK fiir k = 1,...,n ein eindimensionaler Wienerscher Prozess ist, und
(b) die o-Algebren U(W*) = U(W*(t)|t > 0) unabhingig sind.

Es gibt einen n-dimensionalen Wienerschen Prozess. Dazu konstruiert man mit
Theorem 3.20 n unabhédngige Prozesse.

3.23 Lemma. Set W ein n-dimensionaler Wienerscher Prozess. Dann gelten fiir
ki{=1,...,mn

E(W*(t)W!(s)) = min(t, s)8x,
B(WX(t) — W (s)) (W (t) — W(s))) = (t — 8)8ky, 0<t<s.

0.6 1.25
1.00
04
0.75 -
0.2 0.50

0.25 -
0.0

0.00

10
0.5 F

0.0

-0.5

Abbildung 3.1: Simulationen einer Brownschen Bewegung mit Schrittweiten 107",
1072, 1073 und 107*

Abbildung 3.1 zeigt Simulationen der Brownschen Bewegung mit verschieden fei-
nen Zeitschritten.

Bemerkung. Nach Konstruktion ist der hier definierte Wienersche Prozess Holder-
stetig zu allen Exponenten vy < % Man kann Wienersche Prozesse aber auch anders
erhalten. In Abschnitt 3.4.1 weist Evans | | nach, dass die Holder-Stetigkeit
bereits aus den Axiomen des Wienerschen Prozesses folgt.

16



3.24 Theorem (Dvoretzky, Erdés und Kakutani). Firy > % ist der Pfad t — W(t, w)
f. s. nirgends Hélder-stetig zum Ezponent 7y.

Bemerkung. Simon zitiert in den Notizen zu §4.16 von | | die Aussage, dass die
Pfade des Wienerschen Prozesses fast sicher nicht Holder-stetig zum Exponenten %
sind.

3.25 Korollar. Die Pfade der Brownschen Bewegung sind fast sicher nirgends dif-
ferenzierbar.

3.26 Bemerkung. Eine Zerlegung des Intervalls [a, b] ist ein Tupel p = (poy...,Pn)
mir a = po < p1 < -+ < pn = b, wobei n € N beliebig ist. Fiir f: [a,b] — K
definieren wir

Vo (f) = ) [f(p;) — flps1)l.
j=1

Die Variation von f ist definiert als sup, V,(f), wobei p iiber alle Zerlegungen von
[a, b] variiert. Wenn die Variation von f endlich ist, dann sagt man, f sei eine Funktion
mit beschrdankter Variation.

Fiir Funktionen beschrankter Variation hat Stieltjes einen Maflbegriff eingefiihrt,
der zum Riemann-Stieltjes-Integral fiihrt. Details findet man z.B. in §4.1 von Si-
mon | ]

3.27 Satz. Die Pfade des Wienerschen Prozesses sind fast sicher nicht von be-
schrankter Variation.

Dieser Satz impliziert, dass das Integral bzgl. W nicht als Riemann-Stieltjes-Integral
konstruiert werden kann.

3.28 Definition. Eine Fultration ist eine monoton wachsende Familie (V(t))i>o von
o-Algebren.

3.29 Beispiel. Es sei X in stochastischer Prozess und es sei s > 0. Die kleinste o-
Algebra, die alle ¢/ (X(t)) fiir 0 < t < s enthélt, bezeichnen wir als Geschichte des
Prozesses bis einschlieBlich der Zeit s. Wir schreiben ¢/(s) dafiir.

(U(s))s>o ist eine Filtration.

3.30 Definition. Sei (Q,U,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und sei V C U eine o-
Algebra. Die Zufallsvariable

P(AIV) =E(xalV), A€V,
ist die bedingte Wahrscheinlichkeit von A, gegeben V.

3.31 Definition. Ein R"-wertiger stochastischer Prozess ist ein Markow-Prozess, wenn
fiir jede Wahl von 0 <s <t und jede Borelmenge B gilt

P(X(t) € BlU(s)) = P(X(t) € B|X(s)).

17



3 Der Wienersche Prozess

3.32 Theorem. Der Wienersche Prozess i1st Markowsch.

Bewesis. Das ist ein Spezialfall von Theorem 9.6, welches wir spater zeigen werden,
ohne auf diesen Satz zuriickzugreifen. O]

Die Markow-Eigenschaft des Prozesses bedeutet, dass er sich nicht daran “erin-
nert”, wie er an einen Punkt gelangt ist. Speziell weif§ er nicht, aus welcher Richtung
er gekommen ist und kann daher nicht in derselben Richtung weiterfahren. Das er-
klart heuristisch, dass Pfade f.s. nicht differenzierbar sind.
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4 Das Ito-Integral

Ab jetzt ist W immer der Wienersche Prozess auf (Q,U, P).
Ziel: HEine stochastische Differentialgleichung soll die folgende Form haben

dX = b(X, 1) dt + B(X, t) AW,
X(0) = Xo

wobei X, X, und B Zufallsvariablen und W die Brownsche Bewegung sind. Fiir B =0
hat man eine gewohnliche Differentialgleichung in laxer Schreibweise, die man wie in
der Analysis II in eine Integralgleichung verwenden kann. Fiir B # O spielt der letzte
Term die Rolle eines Rauschens. Die zugehorige Integralgleichung ist dann

t t

b(X,s)ds +J B(X,s))dW.

0 =%t |

0

Das erste Integral kann man pfadweise verstehen. Die Interpretation des zweiten
Integrals ist Thema dieses Kapitels. Da die Pfade von W unbeschrankte Variation
besitzen, ist die Interpretation als Stieltjes-Integral nicht moglich.

4.1 Definition (Paley, Wiener und Zygmund (1933)). Sei g: [0, T] — R stetig differen-
zierbar mit g(0) = g(T) = 0. Dann definieren wir

t t
J gdWw = —J g’'Wdt.
0 0

Die Funktion g ist also deterministisch, aber das Integral ist eine Zufallsvariable.

4.2 Lemma. Unter den Voraussetzungen der Definition gelten

E(J gde) - °'T
([ Lo

4.3 Bemerkung. Das Lemma zeigt die Existenz einer Abbildung
T

v: C'0, Tl — L*(Q,U,P), g+ J gdWw.
0
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4 Das It6-Integral

Wenn wir den C'[0, T] mit der L?>-Norm versehen, dann ist diese Abbildung sogar
stetig, genauer

¥ (g)ll; < llglla-

Sie setzt sich also fort zu einer stetigen Abbildung %[0, T] — L*(Q,U, P).
Die Definition von Paley, Wiener und Zygmund ist somit auf den %[0, T] fortgesetzt
worden.

4.4 Bezeichnung. Es sei Z die durch 0 =ty < t; < --- < t;;,, = T gegebene Zerlegung
von [0, T].

(a) Die Feinheit dieser Zerlegung ist

|Z| = kinax (tk — t_1 )

yeooy

(b) Fiir 0 <A <1 ist die Riemannsumme zu fngW definiert als

m—1
R(ZA) =D W(n) (W) — W(t))),
k=0

wobei T, = (1 — Aty + Aty .

4.5 Lemma (Quadratische Variation). Seten 0 < a < b. Fir n € N set durch a =
ty <t <--- <t} =Db eine Zerlegung Z™ von [a,b] gegeben. (Das n ist also
ein Indez, kein Exponent.) Fir festes A € [0,1] ser 1y = (1 — At} + Aty,. Wenn
lim, ,.|Z"| =0, dann konvergiert

mn—1

> (Wl —w(t)

2

mm L2(Q,U,P) gegen A(b — a).

4.6 Lemma. Sei 0 < A < 1 und set (Z"),en eine Folge von Zerlegungen von [0, T]
mat lim,_,|Z"| = 0. Dann

lim R(Z™A) = %W(T)z + ()\ — 1) T

Rl 2
in 12(Q,U, P).

Bemerkung. Das Itosche Integral entspricht dem Fall A = 0. Die Alternative A = %
fithrt zum Stratonovich-Integral.

4.7 Bezeichnung. (a) Wir bezeichnen die Geschichte des Wienerschen Prozesses bis
zur Zeit t mit W(t).
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(b) Die Zukunft des Wienerschen Prozesses ab der Zeit t ist die kleinste o-Algebra,
fiir die alle Zufallsvariablen W(s) — W/(t), s > t, messbar sind. Wir bezeichnen
sie mit W (t).

4.8 Satz (Klenke [ |, Satz 2.26). Set K eine Menge, seien Iy, k € K, paarwetse
disjunkte Indermengen und ser I = UkeK I.. Durch (Xi)ie1 set eine Familie un-
abhangiger Zufallsvariablen gegeben. Fir k € K set Uy die kleinste o-Algebra,
bzgl. derer alle X; mit i € K messbar sind. Dann sind die o-Algebren Uy, k € K,
unabhdngig.

4.9 Bezeichnung. Seien A; und A; o-Algebren. Die Produkt-o-Algebra A; ® A, ist
die kleinste o-Algebra, die alle Produkte M; x M, mit M; € A; enthilt.

4.10 Lemma. Sezen 0 <t <s.
(a) Dann sind W(s) —W(t) und W(t) unabhdngig.
(b) W(s) st nicht W(t)-messbar.

4.11 Definition. Sei (F(t))i>o eine Filtration. Ein R"-wertiger Prozess (X(t))i>o heifit
F(t)-adaptiert, wenn fiir jedes t > 0 die Zufallsvariable X(t) messbar bzgl. F(t) ist.

4.12 Beispiel. Der durch X(t) = W(3) gegebene Prozess ist WW(t)-adaptiert, der
durch Y(t) = W(2t) gegebene nicht.

4.13 Bezeichnung. Sei p = 1 oder p = 2 und sei T > 0. Ein R"-wertiger Prozess
X = (X(t))>o liegt in LP[O, T], wenn

(a) X:[0,00[ x Q — R™ messbar bzgl. 5([0, co[) ® U ist,

(b) X W(t)-adaptiert ist,

(c) ]E(J:|X(t)|P dt) < 00.

Bemerkung. Einen solchen Prozess bezeichnet man als progressiv messbar. Das
wird im Buch von Klenke | | ausgefiihrt.

4.14 Lemma. LP[0, T], p = 1,2 ist ein R-Vektorraum.

4.15 Bezeichnung. Ein Prozess G ist elementar, wenn es eine Zerlegung Z =
(toy t1y...,tm) von [0, T] sowie Zufallsvariable Gy, k =0,...,m — 1, gibt. so dass

G(t) = gk firt, <t< tiat-

Fiir einen elementaren Prozess G € L2 [0, T] definieren wir das It6-Integral durch

T m—1
L GAW = ¥ Ge(Wlticer) — W), (4.1)
k=0
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4 Das It6-Integral

4.16 Bemerkung. (a) Weil der Prozess adaptiert ist, ist G, messbar bzgl. W(ty).

(b)

m—1
W(tk)X[tk,tkH] € LZ[O,T]
k=1
aber
m—1 ]
Z W(Z(tk + tiepr )) Xitestros) & L0, T1.
k=1

4.17 Lemma. Seien a,b € R und seien G,H € L?[0, T] elementare Prozesse. Dann
gelten

T T

GdW+bJ bdW,

JT(aG—l—bH) dW:aJ ;

0 0

IE(LT GdW) —0,

T 2 T
E ( (J G dW) > = E<J G? dt) (Ité-Isomorphie fir elementare Prozesse).
0 0

4.18 Lemma (] ], §3.1). Sei X € L?[0,T]. Dann ezistiert eine Folge (X;)nen
beschrinkter, elementarer stochastischer Prozesse in L*[0,T], die in dem Sinn
gegen X konvergiert, dass

;
lim E(J |X—Xn|2dt> = 0.
n—oo 0

“Beschrankt” bedeutet in diesem Zusammenhang, dass es zu jedem n ewn C
gibt, so dass |X,| < C f.s.

Sei $?[0, T] der Unterraum der elementaren Prozesse in .?[0, T]. Wegen Lemma 4.17
kann die Abbildung
T

S%[0, Tl — L*(Q, U, P), XHJ Xdw,
0

zu einer Abbildung L%[0, T] — L%(Q, U, P) fortgesetzt werden.

4.19 Definition. Diese Fortsetzung ist das It6-Integral.
Analog definiert man Li XdW fiir 0 < R<S.
Wenn die Integrationsvariable benannt werden muss, schreibt man auch

.
J X(t) dW(t).
0
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4.20 Theorem (Ité-Isomorphie). Fiir X € 1[0, T] gilt

(([ ) ()

4.21 Korollar. Wenn X, X;, Xy, - -- € L2[0, T] und

E (JT(xn —X)? dt) -0,

0

dann

4.22 Beispuel.
JTWdW = 1W(T)2 T
0 2 2

4.23 Satz. Seien X,Y € L*[0,T) und 0 <S<U<T.

T u T
(a)J XdW:J XdW+J XdWw.
S S u

T T T
(b) J (cX+Y)dW=cJ de+J Ydw.
S S S

(c) E(ﬂXdW) —0.
(d) f;XdW ist messbar bzgl. W(T).

4.24 Definition. Sei (Q,U, P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum und sei (V(t))i>o0
eine Filtration.

Ein Prozess (X(t))i>o ist ein Martingal bzgl. (V(t))i>0, wenn die folgenden Bedin-
gungen gelten:

(a) Fiir jedes t ist X(t) messbar bzgl. V(t).
(b) Fiir jedes t gilt E(|X(t)]) < oo.
(c) E(X(s)[V(t)) = X(t) falls s > t.

Wenn die Filtration nicht genannt wird, dann ist die Geschichte des Prozesses
gemeint.

4.25 Satz. Der Wienersche Prozess ist ein Martingal.
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4 Das It6-Integral

4.26 Theorem (Doobsche Ungleichung fiir Martingale). Sei (X(t))i>0 ein Martingal
bzgl. einer Fuiltration (V(t))i>0, dessen Pfade fast sicher stetig sind, dann gilt
firp>1, T>0und A >0

P( sup [X(1)] > A) < S E(X(T)P).

0<t<T
4.27 Lemma. Sei X € L?[0,T] elementar. Dann ist (f;XdW)O . ewn Martingal
<t<
bzgl. W(t).
4.28 Theorem. Sei X € LL?[0,T]. Dann besitzt der Prozess (f;XdW)O . eine
<t<

Version mait stetigen Pfaden.

4.29 Korollar. Sei X fiir jedes T in L%[0,T]. Dann ist der durch M(t) = f(t)XdW
gegebene Prozess ein Martingal bzgl. (W(t))i>o und es gult fir jedes A > 0

1 T
P( sup |[M(t)| > A) < SE O X(t)zdt> :
0<t<T A 0
In @ksendal | | und Friedman | | werden die Klassen P[0, T] verallgemei-
nert. Die Forderungen an X werden abgeschwécht. Die Eigenschaft (b) der Bezeich-
nung 4.13 wird verallgemeinert zu
(b) Es gibt eine Filtration ((t))>o derart, dass
(i) W(t) ist ein Martingal bzgl. H(t).
(ii) X(t) ist H(t)-adaptiert.
Evans | | und Friedman | | regeln diesen Punkt iiber die Unabhéngigkeit

von der Zukunft.
Die Bedingung (c) aus 4.13 wird abgeschwécht zu

.
(c) J f(s)?ds < oo fast sicher.
0

4.30 Definition. Wir bezeichnen mit Wy (S, T] die Klasse der eindimensionalen Prozesse
X = X(t)s<t<7 mit den Eigenschaften (a) aus 4.13 und (b) und (c) von oben. Ferner
schreiben wir Wy, fiir (., W#(0, T]. Wenn #(t) = W(t), dann lassen wir den Index
weg.

4.31 Bemerkung. Sei )V ein n-dimensionaler Wienerscher Prozess und sei YV (t) seine
Geschichte. Fiir 1 < k < n bezeichnen wir mit WV die k-te Komponente von V/. Dann
zeigt der Beweis von Satz 4.25, dass Wy € W,

4.32 Definition. Eine Folge (X,,)nen von Zufallsvariablen konvergiert im Mafe gegen
eine Zufallsvariable X, wenn fiir jedes € > 0

lim P(|X, —X| > €) = 0.

n—oo
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4.33 Theorem (| ],83.3,[ |, Abschnitt 4). Fir X € Wy, ezistiert eine Folge
(Xn)nen von elementaren Prozessen in Wy, so dass

Jt|Xn(S) —X(s)[*ds — 0 im Mape.
0

Fir X,, kann dann f(t) Xn dW wie zuvor konstruiert werden. Die Folge j; X, dW
konvergiert im Mafle gegen eine Zufallsvariable, die man als It6-Integral J"S Xdw
schreibt. Dieser Grenzwert 1st unabhdngig von der Wahl der Folge.

Auch das erweiterte Ito-Integral besitzt eine Version mat stetigen Pfaden.

Bemerkung. Fir X € Wy, braucht das It6-Integral kein Martingal zu sein.
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5 Die Ito-Formel

5.1 Definition. Sei W ein eindimensionaler Wienerscher Prozess. Ein eindimensionaler

Ité6-Prozess ist ein stochastischer Prozess X der Form

t t

F(s)ds +J G(s)dW

X(t) = X(0) +J 0

0

P({w ‘Vt:JtG(s,w)zds<oo}) =1, (5.1)
0

und #(t)-adaptiertem F, so dass

p(fo |- [ st <och) 1. 6

In diesem Fall schreiben wir

mit G € Wy, so dass

dX = Fdt + GdW.

5.2 Bemerkung. Die Bedingungen (5.1) und (5.2) sind erfiillt, falls F und G fast
sicher stetige Pfade besitzen.

5.3 Lemma.

d(W?) =2WdW + dt,
d(tW) = Wdt + tdW.

5.4 Theorem (Itésche Produktregel). Seien X; und X, It6-Prozesse mit

dX; = K dt+ G;dW,
dX, = Fydt + G, dW,

wober F; und Gj wie wn Definition 5.1. Dann gut
d(X:X;) = X5 dX; + X3dX; + GG, dt.

5.5 Bemerkung. (a) Was tatséchlich gezeigt werden muss, ist

JT Xz dX] = X] (T)Xz(T) — X] (S)Xz(S) — JT X] dXz — JT G1G2 dt. (53)

S S N

Das ist die partielle Integration fiir das It6-Integral.
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(b) Dazu muss man zuerst die Existenz dieser drei Integrale zeigen. Dazu seien ohne
Einschrankung s = 0 und X;(0) = X;(0) = 0. Wenn I,(t) = f(t) Ga(s)dW(s),
dann

T

JT Xz dX] = JTJ Fz(S) dSF] (t) dt—|—J Iz(t)F] (t) dt
0 0Jo 0

+JTJ Fz(S) dSG](t) dW—FJ G](t)Iz(t) dW(t)
0Jo 0

Aus den Voraussetzungen folgt, dass X; und X, fast sicher stetige Pfade haben.
Also existieren die Integrale bzgl. dt und die Integranden erfiillen (5.2). Setzen wir
nun G(t) = G4(t) f(t) F,(s) ds, so miissen wir G € Wy, zeigen. Die Messbarkeitseigen-
schaften bekommt man aus der Approximation. Noch zu zeigen ist

J G(t)*ds < oo fast sicher.
0

Weil f(t)]Fz(s)]ds < oo fast sicher, folgt das aus der entsprechenden Eigenschaft
von Gj.

Jetzt setzen wir noch (NS(t) = Gy(t)I5(t). Dann J"g é(t)2 < oo fast sicher, weil I,
stetige Pfade hat. Nach [ |, §4.3, ist [, adaptiert an WW(t). Daher ist G adaptiert
an H(t).

Bewests. Schritt 1: Wir zeigen (5.3), aber nur fiir s = 0 und X;(0) = X,(0) = 0,
um weniger schreiben zu miissen. Im ersten Schritt sind F; und G; auflerdem zeitun-
abhangig. Das bedeutet

Xi(t) = Fit + GiW(t).

Es gilt

J (XodX; + X;dX; + G1G,) dt
0

:J (XiF2 + X,F) dt+J

(X]Gz —|—XzG1) dW—FJ G:G,dt
0 0 0

= J ((F1t+ G]W) F, + (th + GzW) F]) dt
0

+J ((F]’C + G]W) G, + (th —+ GzW) G]) dW + G1G,r
0

= FFr? + (GiF, + G,F) (J Wdt+J tdW) +2G1GZJ WdW + G;G,r.
0 0 0

Wegen des Lemmas konnen wie die Klammer ersetzen durch rW(r) und das andere
Integral durch § (W?(r) — r). Damit erhalten wir

J (X, dX; + X;dX; + G1G,) dt = F]FZT‘Z + (G1F; + GoF)rW(r) + G]szz(T)

0
= Xi(r)Xa(r).
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5 Die Ité6-Formel

Damit ist (5.3) fiir diesen Spezialfall gezeigt.

Schritt 2: Wenn F; und G;j elementare Prozesse sind, dann fiihren wir den ersten
Schritt auf denjenigen Intervallen aus, auf denen alle Prozesse zeitunabhéangig sind.
Die erhaltene Summe enthalt eine Teleskopsumme.

Schritt 3: Wir approximieren F; und G; durch elementare Prozesse und gehen zum
Grenzwert iiber. ]

5.6 Bemerkung. Sei g € C}[0,T]. Wenn wir setzen X; = g und X, = W, dann
dX; = g'dt und dX; = dW. Dann zeigt Theorem 5.4, dass fiir X; das It6-Integral
mit dem Paley-Wiener-Zygmund Integral iibereinstimmt.

5.7 Lemma. Ser dX = Fdt + GdAW mat F und G wie in Definition 5.1. Dann gilt

fir m e N\ {1}

mm-—1)
2

Beweis durch vollstindige Induktion als Ubung.

d(X™) = mX™ " + X™2G2 dt.

5.8 Bezeichnung. Wir bezeichnen partielle Ableitungen duch Indices, also
ou o*u
) Ux = 2 u

5.9 Theorem (Itésche Kettenregel, Formel von It8). Se: dX = Fdt + GdW mait F
und G wie in Definition 5.1. Ferner setu € C'(R x [0, T]) und die Ableitung 1,
existiere ebenfalls und sei stetig. Dann besitzt

Uy = SW.

Y =u(X(t),t)

das stochastische Differential
1
dY = u.dt +u, dX + zuXXGZ dt.
5.10 Bemerkung. Das bedeutet fir 0 < s <r <T

V) = Y(5) = || (3XC0), )+ X060 OF(0) + Fun (X(0), 06300 )

+ Jrux(X(t),t)G(t) dw.

S

5.11 Beispiel. Wir setzen X = W. Dann dX = dW und daher F=0 und G = 1.
Wir wenden die It6-Formel an auf u(x,t) = x? und erhalten

T T
WA(T) = J dt +J 2Wdw,
0 0

also die Formel, die wir bereits durch die Riemannsumme erhalten haben.

Fiir ein beliebiges stochastisches Differential dX und u(x,t) = x™, m > 2, erhalten
wir das Ergebnis, welches wir in Lemma 5.7 aus der Produktformel hergeleitet hatten.
Dieses Ergebnis wird allerdings beim Beweis der It6-Formel verwendet.
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5.12 Beispiel. Sei X =W, also F=0und G = 1, und sei u(x,t) = exp(?\x— )‘TZt)
Wir setzen

Y(t) = exp (?\W(t) — }\%t) .

Dann

A2 A2
dy = (—?Y(t) + ?Y(t)> dt + AY(t) dW = AY(t) dW.

Wir konnen das auch anders berechnen, namlich

A%t .
X(t) = — 5 + AW, u(x,t) =€,
also
)\2
F(t) = — 5 G(t)=A
Dann
1
dY = X dX + = e*A?dt
2
A%t % A%t
= exp (—7 + 7\W(t)) (dt+AdW) + > exp (—7 + 7\W(t)) dt
= AY(t)dW.

5.13 Lemma. Fir u wie in Theorem 5.9 und T > 0 gibt es eine Folge (U"),cn vON
Polynomen i x und t, so dass

u" = u,ul U Uy — Uy und Uy, — Uy
gleichmafig auf den kompakten Teilmengen von R x [0, T].

5.14 Definition. Die Hermate-Polynome sind definiert durch

_t n X2 dn XZ
(n') ez dxne_?, n € Np.

hﬂ(x) t) =

5.15 Bemerkung. In der Einfithrung in die Funktionalanalysis werden ebenfalls
Hermite-Polynome erkldrt, dann aber als Spezialfall t = % und mit anderen Fak-
toren.

Fiir festes t bilden die Hermite-Polynome h, (-,t) eine Orthonormalbasis in einem

geeignet gewichteten L?(R).
5.16 Theorem. F'ir n € Ny gult

dhnit (W(t), t) = hn(W(t), t) dW.
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5 Die Ité6-Formel

5.17 Bezeichnung. Wenn wir setzen

dt dt = 0,
dt dW = 0,
dW dW = dt,

dann haben Produkt- und Kettenregel im eindimensionalen Fall jeweils die folgende
Form

1
du(X, t)) =w dt +w, dX + ELLXX dX dX,

d(X;Xz) = X7 dXs + X2 dX; + dX; dXo.

5.18 Bezeichnung. Im mehrdimensionalen Fall sei W(t) = (W'(t),..., W™(t)) ein m-
dimensionaler Wienerscher Prozess. Wenn F', i = 1,...,n, und GY, i = 1,...,n,
j=1,...,m, die Voraussetzungen aus 5.1 erfiillen, dann setzen wir

dX' =Fldt+G"dW' + ... + G'™dw™,

dX™ = Frdt+ GMdW' + - - + G dW™,

und kiirzen das ab als
dX = Fdt + GdW.

In diesem Fall ist X ein n-dimensionaler It6-Prozess.

5.19 Theorem (It6-Formel). Se: X etn n-dimensionaler It6-Prozess und set u: [0, co[x
R™ — RP von der Klasse C>. Dann ist der Prozess Y(t) = u(X(t),t) wieder ein
Ité-Prozess und es gilt furk=1,...,p

e ] o
dY* =ufdt+ ) uf dX'+ 3 > uk, dXdX,
i=1 ij=1
wober das Produkt formal definiert ist als

dt dt =0,
dt dW' =0, (5.4)
dW' dW = §;;dt.

Wir beweisen nur den folgenden Spezialfall.

5.20 Beispiel. Seien W' und W? unabhingige Wienersche Prozesse. Dann

dW'W?) = Wdw? + W2dw'.
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5.21 Beispiel. Sei n > 2 und sei W ein n-dimensionaler Wienerscher Prozess und
sel
R(t) = [W(t)].

Wir wenden die [t6-Formel an, obwohl die Funktion u(x) = |x| im Ursprung nicht
differenzierbar ist. In Exercise 9.7 von | | wird gezeigt, dass W f.s. den Ursprung
kein zweites Mal trifft. Man kann sich iiberlegen, dass daher die Anwendung der 1t6-
Formel gerechtfertigt ist.

Dann ist F gleich 0 und G ist die Einheitsmatrix. Ferner ist w: R™ x [0,00[ — R
gegeben durch u(x,t) = /(x')2+ -+ (x*)2. Dann

_ _ X Sy [X|* — xix;
W0 W TR e T T
Die It6-Formel ergibt nun
Z“ Wt =1

i=1

Diesen Prozess bezeichnet man als n-dimensionalen Bessel-Prozess.
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6 Stochastische Differentialgleichungen

6.1 Beispiel. Fir «,r € R betrachten wir die Differentialgleichung eines stochasti-
schen Wachstums- bzw. Abklingprozesses

dAN(t) = N(t)(rdt + adW). (6.1)

Wir schreiben das formal um zu

dN(t)

=rdt dw.
N(t) rat + «

Wenn N(t) deterministisch ware, dann ware die linke Seite gleich d(InN(t)). Wir
wendend daher die It6-Formel auf diesen Ausdruck an, in der Hoffnung, den Korrek-
turterm spater verrechnen zu konnen. Wir setzen also u(x,t) = Inx und haben dann
u; = 0. u, = 1 und u,, = 7. Daher

1 1

d(lnN(t)) = ND dN — moﬂ\lz(t) dt.

Also . ,
dN(t o
N = d(lIlN(t)) + Tdt

Das setzen wir in die Differentialgleichung ein und erhalten

d(InN(t)) = (r—%) dt + adW.

Das integrieren wir jetzt und erhalten

ln%: (r—o;)t-l—ocW(t)

und damit schlieBlich

6.2 Definition. Ein Prozess der Form
X(t) = X(O)e““"‘w(t) (6.2)

mit Konstanten pu und « ist eine geometrische Brownsche Bewegung.
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Abbildung 6.1: Pfade der geometrischen Brownschen Bewegung aus Beispiel 6.7

6.3 Satz. Se: N(t) wee wn Beispiel 6.1. Ferner set N(0) unabhdngig von (W(t))i>o
und E(|N(0)|) ser endlich. Dann

Bemerkung. Wenn man das Stratonovich-Integral benutzt, dann erhalt man fiir den
Erwartungswert den Wert e(™2%%)t,

6.4 Korollar. Der Erwartungswert der Lésung der stochastischen Differentialgler-
chung (6.1) wdchst unbeschrdnkt, falls r > 0, und fdllt gegen 0, falls v < 0.

Man kann aber auch Aussagen iiber die Pfade machen, wenn man das folgende
Resultat verwendet:

6.5 Theorem (Gesetz des iterierten Logarithmus, | |, Satz 22.1).

llm su ﬂ
P Atinint

6.6 Satz. Sei N(t) eine Lésung von (6.1) mat N(0) >0 f. s.

=1/fs.

(a) Falls 2r > o, dann lim_,,, N(t) = oo f. s.
(b) Falls 2r < o, dann lim; ,,,N(t) =0 f. s.
(c) Falls 2r = o, dann limsup, ,, N(t) = co f. s. und liminf,_,.. N(t) =0 f. s.

6.7 Beisprel. ImFall 0 < r < %ocz haben wir also einen wachsenden, unbeschrankten
Erwartungswert, wahrend die Pfade fast sicher gegen 0 konvergieren.
Abbildung 6.1 zeigt einen solchen Prozesse mit r = 3—1 und « = 1.
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6 Stochastische Differentialgleichungen

6.8 Bespiel (Harmonischer Oszillator). Fiir ¢ > 0 und wy > 0 ist

Y+ 2uy’ + wiy =F
die Differentialgleichung des geddmpften harmonischen Oszillators (bzw. des un-
geddmpften, wenn p = 0). Wir gehen von einer verrauschten Zwangskraft der Form

F(t) = G(t) + aW/(t)

aus, wobei « eine Konstante und G eine deterministische Funktion ist. Wir fithren
einen zweidimensionalen Prozess X = (3°) ein und schreiben die Differentialgleichung
als System

X5 =X,

X] = —wiXo — 2uX; + G + aW.

In Matrixschreibweise
dX = AXdt + Hdt + KdW,

= b) (o) =(0)

und W weiterhin ein eindimensionaler Prozess ist. Diese Gleichung multiplizieren wir
At und erhalten

wobel

mit dem Matrixexponential e~
exp(—At)dX —exp(—At)AXdt = exp(—At)Hdt + exp(—At)KdW.

Wir wollen nun exp(—At)X als It6-Prozess schreiben. Dazu verwenden wir u: R? x
[0, 00[ — R?, u(x,t) = exp(—At)x. Diese Abbildung ist linear in x, fiihrt also nicht
zu einem Korrekturterm in der 1t6-Formel. Daher

d(exp(—At)X) = —Aexp(—At)Xdt + exp(—At)dX
und schliefilich

t

exp(—At)X(t) — X(0) = J: exp(—As)H(s)ds + Jo exp(—As)K(s)dW(s). (6.3)

Das zweite Integral wollen wir partiell integrieren. Dazu setzen wir exp(—As) =
(a(s) bm). Dann

c(s) f(s)
t t
Jexp(—As)KdW:J a 0} (0} gy
0 o\c T o
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Aus der Differentialgleichung des Matrixexponentials bekommen wir

<l;,/((ss))> - % exp(—As)K = —exp(—As)AK.

Das setzen wir oben ein und erhalten

t t
J exp(—As)KdW = exp(—At) KW(t) + J exp(—As)AKW ds.
0 0

Schliefllich setzen wir diese Formel in (6.3) ein und multiplizieren mit exp(At)

X(t) = exp(At) (X(O) + exp(—At)KW(t) + Jt exp(—As) (H(s) + AKW(s)) ds) .
0

Man beachte, dass man dieses Beispiel auch ohne das It6-Integral direkt auf den
Pfaden hitte rechnen konnen.

In Beispiel 6.1 musste man noch folgendes wissen:
6.9 Lemma. Fiir p, o« € R sei X(t) = ut + aW(t). Dann XY € L2[0, T] fiir jedes T.
6.10 Beispiel. Fiir einen eindimensionalen Wienerschen Prozess W(t) setzen wir
Y(t) = (cos(W(t)),sin(W(t))).

Wir zeigen zunachst, dass W ein [t6-Prozess im Sinne von 5.18 ist. Es gilt namlich

d(cos(W(t))) = —sin(W(t))dW — % cos(W/(t)) dt,

d(sin(W(t))) = cos(W(t)) dW — %sin(W(t)) dt.
Das bedeutet
dY; = —%Y1 dt — Y, dW,
day, = —%Yz dt +Y;dW,

oder in Matrixnotation
1 )
dY:—szt+KYdW mltK:(‘f—O‘).

Y ist die Brownsche Bewegung auf dem Kreisrand.

6.11 Beuspiel. Fiir eine stetige Funktion g sei die folgende Differentialgleichung ge-
geben

dX = gXdwW
X(0) = 1.
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6 Stochastische Differentialgleichungen

Wir gehen vor wie in Beispiel 6.1 und bestimmen zuerst

2 2

_ ] 9° 4 g

Das fiihrt wegen X(0) = 1 dann zu

1

InX(t) = L g(s)dW — %gz(s) ds

und

X(t) = exp (J g(s)dW — %J gz(s)ds) .

0 0

6.12 Bezeichnung. Wenn man eine stochastischen Differentialgleichung dX = f(X) dt+
g(X)dW formal durch dt teilt, dann erhdlt man eine Formel der Form

dX dw
Frie f(X) + 9(X)F>

bzw., wenn man die Zeitableitung mit dem Punkt schreibt

X = f(X) + g(X)W.

In | | wird am Anfang von §3.1 auf einige Arbeiten verwiesen, in denen die
Ableitung W im Distributionssinn prézisiert wird.
Die — bei uns nur formale — Grofle W bezeichnet man als weiffes Rauschen.

6.13 Beispiel (Langevinsche Gleichung). Seien b > 0 und o € R und sei & das weifle
Rauschen. Die eindimensionale Gleichung

X:—bX+0£

ist die Gleichung von Langevin. Als stochastische Differentialgleichung geschrieben,
lautet sie
dX = —bXdt + odW.

Die Interpretation ist, dass X die Geschwindigkeit eines Teilchens ist und o¢& die
“fuktuierende Kraft” modelliert.

Man geht ahnlich vor wie beim harmonischen Oszillator und teilt durch die Losung
der zugehorigen deterministischen Gleichung, betrachtet also

d (e”X) = be"'Xdt + e” dX = be” X dt — be” Xdt + oe” dW = ce”™ dW.

Die Losung der Langevinschen Differentialgleichung ist also

t
X(t) = X(0)e™®t + GJ e~ gwy.
0
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6.14 Satz. Se: X(0) unabhdngtg von W(t) und X(0) besitze zweite Momente. Dann
gelten fiir die Lésung X(t) der Langevinschen Differentialgleichung

E(X(t)) = e ™E(X(0)),

E(X3(t)) = e *'E(X?*(0)) + % (1T—e ).

6.15 Bemerkung. Fiir die Varianz bedeutet dies
2
Var(X(t)) = E(X?(t)) — E(X(t))? = e 2** Var(X(0)) + ;—b (1—e ).
Der Prozess kommt also nicht zur Ruhe.

6.16 Beuspiel (Ornstein-Uhlenbeck Prozess). Der Ornstein-Uhlenbeck modelliert die
Bewegung eines Teilchens, dessen Geschwindigkeit durch die Langevinsche Differen-
tialgleichung beschrieben wird. Die Gleichung lautet

Y = —bY + 0¥,
Y(O) - YO)
Y(0) =Y.

Y, und Y; sind dabei unabhéngig von W(t) und normalverteilt. Fiir X = Y gilt dann
nach dem vorstehenden Beispiel

t
X(t) = e Y, + GJ e?s7Y qw/,
0

Daraus ¢

Y(t) =Y, +J X(s)ds.
0

und

t t

E(X(s))ds = E(yo) + JO e E(Y;) ds = E(Yo) + _be

—bt

E(Y(t)) = E(Yo) +j E(Y,).

0

In Example 6 von §5.1 gibt Evans | | auch die Varianz an.
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[ Existenz- und Eindeutigkeitssatze

7.1 Beispiel. Sei b € C'(R) eine Funktion mit beschrinkter Ableitung und sei x, €
R. Dann besitzt die stochastische Differentialgleichung

dX = b(X)dt + dW,
X(O) = Xo

eine Losung.

7.2 Lemma. Sei X, eine von der Geschichte (W(t))i>o des Wienerschen Prozesses
unabhdngige Zufallsvariable. Fiir jedes t ser H(t) die kleinste o-Algebra, die
W(t) und U(X,) umfasst. Dann ist (H(t))i>o eine Filtration, bzgl. derer der
Wienersche Prozess ein Martingal 1st.

Wir benotigen diese Beobachtung, um im folgenden die It6-Integrale iiberhaupt
bilden zu konnen. In Friedman | | wird gezeigt, dass unter der Voraussetzung
der Quadratintegrierbarkeit die It6-Isomorphie weiterhin besteht.

7.3 Theorem (Existenz- und Eindeutigkeitssatz). Sei W ein m-dimensionaler Wie-
nerscher Prozess und seien b: R™ x [0, T] = R™ und B: R™ x [0, T] — R™" stetig
mat:

(a) Fir 0 <t<T und x,y € R"

[b(x,t) = b(y, t)| < Ljx —y|
[B(x,t) = B(y, t)] < Ljx —yl.

(b) Fir 0<t<T und x € R"

[b(x, 1) < LT+ [x]),
B(x,t)| < L(T +|x|).

Ferner ser X, eine R"-wertige Zufallsvariable mit zweiten Momenten, welche
unabhdngig von der Geschichte WW(t) des Wienerschen Prozesses ist.
Dann existiert eine eindeutige Losung X der stochastischen Differentialglet-
chung
dX =b(X,t)dt + B(X,t)dW

X(0) = X,. (7.-1)
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Diese Losung ist adaptiert an die Filtration, die durch X, und (W(t))i>0 erzeugt

wird, und erfullt
.
E(J |X(t)]2dt) < oo.
0

Eindeutig bedeutet dabei folgendes: Wenn X und Y die stochastische Differential-
gleichung l6sen, dann

Pw | X(t,w) =Y(t,w) fiir 0<t< T} =1.

Wir beweisen zuerst die Existenz ausgehend von derselben Idee wie zuvor:
Das Lemma von Gronwall wird in der Analysis II gezeigt. Es gibt verschiedene
Versionen, hier ist die aus | ]

7.4 Theorem (Lemma von Gronwall). Se: ¢ und f stetige, nicht-negative Funktionen
auf [0, T] und ser Cy > 0 konstant. Falls

t
o(t) < Co +J f(s)p(s)ds, 0<t<T,
0

dann

o(t) < Coexp (J f(s)ds) .

0

7.5 Satz. Seien b und B wie in Theorem 7.3 und seien X und Y Ldésungen
von (7.1), allerdings mit Y(0) =Y,. Dann ezistiert C > 0, so dass

E(]X(t) — Y(1)]?) < 9E(|Xo — Yo|*)e". (7.2)

7.6 Theorem (| ], §5.3, | |, Theorem 2.3 in §5). Seien b, B und X, wie 1m
Ezistenz- und Eindeutigkeitssatz 7.8 und sei p € N\ {1}. Falls E(|Xo|*") < oo,
dann gibt es Konstanten C; und C,, die nur von T, L, m, n und p abhdngen,
so dass fiur die Lésung X(t) von (7.1) gult

E(X(1)) < Co(T +E(|Xo[))e ™,
E(IX(t) — Xo|?) < Co(1 + E(|Xo|))tPe'.

7.7 Theorem (Stetigkeitssatz von Kolmogoroff | | 3.4.1, Beweis in Appendix D).
Sei (X(t))i>0 etn stochastischer Prozess mit fast sicher stetigen Pfaden, so dass
es Konstanten «, 3,C > 0 gibt, so dass fiir alle s,t >0

E(IX(t) = X(s)|P) < Clt —s["*™.

Sei ferner 0 <y < %‘ Dann gibt es fiir jedes T > 0 und fast jeden Pfad w ein K,
so dass
IX(t,w) —X(s,w| <K[t—s], 0<st<T
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7 Existenz- und Eindeutigkeitssdtze

7.8 Korollar. Unter den Voraussetzungen von Theorem 7.6 sind die Pfade von X
fast sicher Hélder-stetig zu allen Exponenten y < %.

Analog kann man die Holder-Stetigkeit der Pfade des Wienerschen Prozesses zei-
gen, wenn man ihn auf eine andere Weise als in Abschnitt 3 konstruiert hat.

7.9 Theorem (Parameterabhdngigkeit, | |, §5.3, | |, Theorem 5.2 in §5). F'ir
k € N seien b*, B* und X§ gegeben, die jeweils die Voraussetzungen von Theo-
rem 7.3 erfullen, und zwar alle mit demselben L. Ferner sollen gelten

Jim (Xt - Xf%) =0
und fiur jedes M > 0

lim sup (|b*(x,t) —b(x,t)|+ [B¥(x,t) — B(x,t)|) = 0.
k—o0 ?%tﬂ
X<

Schlieflich gelte
dX* = b*(X*, t) dt + B¥(X*, t) dW,

X*(0) = X§.
Dann gilt
lim E( sup |X*(t) — X(t)|2) =0

k=00 \o<t<T

daber 1st X die Losung von

dX = b(X, t)dt + B(X,t)dW,
X(0) = X,.

7.10 Beispiel. Fiir xo € R, b wie in Theorem 7.3 und k € N sei X* die Lésung von
1
dX* =b(X*, t)dt + ” dw,
Xk(O) = Xp-.

Dann gibt es eine Teilfolge (X )jcy, so dass fiir jedes T > 0 die Pfade X" (-, w) fast
sicher gleichmafig gegen die Losung der gewohnlichen Differentialgleichung

X = b(X),

x(0) = xo

konvergieren.

Wenn man auf die globale Lipschitz-Stetigkeit verzichtet, sieht vieles ganz anders
aus, wie die beiden folgenden Ergebnisse von Scheutzow zeigen:
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7.11 Beuspiel (Scheutzow | ], Example 1). Es gibt eine C*-Funktion b: R* —
R?, so dass fiir jede Anfangsbedingung x, € R die Lésung der gewdhnlichen Differen-
tialgleichung

x =b(x), x(0)=xo,

in endlicher Zeit explodiert, wahrend fiir jedes € > 0 die Losung der stochastischen
Differentialgleichung

dX = b(X(1)) + edW, X(0) = xo,

fast sicher fiir alle t > O erklart ist.

7.12 Beuspiel (Scheutzow | ], Example 2). Es gibt eine C*-Funktion b: R? —
R?, so dass fiir jedes € > O und jede Anfangsbedingung x, € R die Losung der
stochastischen Differentialgleichung

dX = b(X(t)) + edW, X(0) = xq,

fast sicher in endlicher Zeit explodiert, wahrend die Losung der gewohnlichen Diffe-
rentialgleichung

fiir alle t > O erklart ist.

7.13 Theorem. Seien c: [0, T] — R™ und D, E: [0, T] — R™™ stetig und set X, eine
von W unabhdngige Zufallsvariable. Dann besitzt die stochastische Differenti-

algleichung
dX = (c(t) + D(t)X)dt + E(t) dW,

X(0) =X,
die eindeutig bestimmt Losung
t

X(t) = O(t) (xo + Jt @(s)"e(s)ds + J

cD(s)‘E(s)dW) )
0 0

Daber 1st @ die Lésung der gewdhnlichen Differentialgleichung

O =D(t)D
®0) =1id.

Bemerkung. Wenn D nicht von t abhangt, dann kann ® mit den aus der Analysis II
bekannten Mitteln bestimmt werden.
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8 Schwache Losungen

Wir betrachten weiterhin die stochastische Differentialgleichung (7.1)

dX = b(X,t)dt + B(X,t) dW
X(0) = Xo.

Hierbei ist X, eine Zufallsvariable auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (Q,U, P).

8.1 Definition. Sei (H*°(t))i>o die von (W(t))i>o und U(X,) erzeugte Filtration. Eine
H(t)-adaptierte Zufallsvariable, welche die stochastische Differentialgleichung (7.1)
16st, bezeichnet man als starke Ldosung.

8.2 Definition. Eine schwache Ldsung von (7.1) besteht aus
(a) einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q,, P),
(b) einer Filtration (H(t))i>o auf ﬁ,
(c) einem Wienerschen Prozess (\/NV(t))tZO auf Q, die ein Martingal bzgl. (H(t))i>o

ist,

(d) einem H(t)-adaptierten Prozess (X(t))>o,

so dass

dX = b(X,t)dt + B(X, t) dW, 51)
P(X(0) € B) = P(X, € B) fiir alle B € B(R"). '

8.3 Bemerkung. (a) Unter den dort angegebene Bedingungen zeigt Theorem 7.3
die Existenz starker Losungen.

(b) Da (W(t)tzo) ein Martingal bzgl. H(t) ist, ist das It6-Integral f;B()?,t) dw
erklart.

(c) Es braucht kein Zusammenhang zu bestehen zwischen (Q,/, P) und (ﬁ,[] , P).
Insbesondere ist X, keine Zufallsvariable auf OO und die Anfangsbedingung kann
nur iiber die Verteilung formuliert werden.

Fiir das nédchste Beispiel benotigen wir den folgenden Satz:
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8.4 Satz (| |, Theorem 8.4.2). Set W ein m-dimensionaler Wienerscher Pro-
zess und sei B eine (n x m)-Matriz von Funktionen, die in jedem 1L%[0,T] liegen.
Der durch

dY = B(t)dW

gegebene Prozess hat genau dann die Verteilung eines n-dimensionalen Wie-
nerschen Prozesses, wenn
GG' =id, fs.

8.5 Beispiel (Tanaka). Die stochastische Differentialgleichung

dX = sign(X(t))dW,
X(0) = 0.

besitzt keine starke, aber eine schwache Losung.

8.6 Bemerkung. (a) Das Beispiel von Tanaka zeigt auch, dass die schwache Léung
auch fiir den Wienerschen Prozess (W(t))>o keine starke Losung ist.

(b) Die Fage nach der pfadweisen Eindeutigkeit macht gar keinen Sinn, weil Diffe-
rentialgleichung und Losung i.a. auf verschiedenen Wahrscheinlichkeitsraumen
definiert sind.

(c) Selbst wenn Differentialgleichung und Lésung auf demselben Wahrscheinlich-
keitsraum erklart sind, ist die pfadweise Eindeutigkeit nicht gegeben. Das zeigt
die Differentialgleichung

dX = dw, X(0) =0,
welche im schwachen Sinn die beiden Losungen +W/(t) besitzt.

8.7 Satz (Schwacher Eindeutigkeitssatz). Es seien b, B und X, wie in Theorem 7.3.
Ferner seien (X(t))tzo und (\N’(t))tzo zwer Prozesse, defintert auf den Wahrschein-
lichkeitsrdumen (O, U, P) und (ﬁ,ﬁ,ﬁ), welche beide die stochastische Differen-
tialgleichung (8.1) lésen. Dann besitzen R(t) und Y(t) fiir jedes t dieselbe Ver-
terlung.
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9 Die Markow-Eigenschaft

9.1 Bezeichnung. Es seien b und B wie im Existenz- und Eindeutigkeitssatz 7.3, sei
x € R und sei s > 0. Die eindeutige Losung der stochastischen Differentialgleichung

dX =b(X(t),t)dX + B(X(t),t) dW,
X(s) =x

bezeichnen wir mit X%,
Im Fall s = 0 schreiben wir X*.

9.2 Definition. Die stochastische Differentialgleichung heift autonom, wenn b und B
nicht von t abhédngen.

9.3 Bemerkung. Wenn die Differentialgleichung autonom ist, dann

s+h
b(X(w)) du + J B(X**(w)) dW(u)

S

s+h
X*(s+h) =x+ J
i h

—x+ J b(X**(v)) dv + J B(X**(v)) dW(v),
0 0

wobei W(v) = W(s+v)—W(s). Die zweite Substitution sieht man durch Betrachtung
der elementaren Funktionen, denn h(u ) (W (W) —W(uw)) = h(s+w)( (W(s+vi)—

W(s))—(W(s+v)—W(s)) fiir vi = u,—s. Man iiberlegt sich leicht, dass W ebenfalls
ein Wienerscher Prozess ist. Andererseits gilt

h t

b(X%*(v)) dv + J b(X%*(v)) dW(v).

X%*(h) = x + J .

0

Weil W und W zwar beides Wienersche Prozesse sind, aber nicht dieselben, kann
die Eindeutigkeitsaussage von Theorem 7.3 nicht angewandt werden. Wegen Satz 8.7
besitzen X*(s + h) und X*(h) aber dieselben Verteilungen.

9.4 Bezeichnung. Wir bezeichnen die Verteilung von X®* mit Q* und den zugehdrigen
Erwartungswert mit E*. In etwas formaler Schreibweise schreiben wir also

EX(f1(X(t1)y ..o, fi(X(t)))) = E(f1(X* (1), ..., fi (X (ti)))).

Die folgenden Aussagen und Beweise orientieren sich an §5.3 von | ]

44



9.5 Bezeichnung. Fiir 0 < s <t, x € R" und A € B(R") setzen wir
ps,x,t,A) = P(X>*(t) € A).

9.6 Theorem (Markow-Eigenschaft). Seien b, B und X, wie beim Ezistenz- und
Eindeutigkertssatz 7.3 und ser X die Losung von

dX = b(X(t),t) dt + B(X(t),t) dW,
X(0) = Xo.

Fiir t > s bezeichnen wir mit H(t) die von X, und den W(s), 0 < s < t, erzeugte
o-Algebra. Dann gilt fiir jede Borelmenge A und s <t

P(X(t) € A [H(s)) = P(X(t) € A[X(s)) = p(s,X(s),t, A).

9.7 Bemerkung. (a) Im Beweis wurde fiir stetige, beschrdnkte Funktionen f ge-
zeigt
E(f(X(t)) | H(s)) = E(F(X**(1)))]

Durch Approximation gilt diese Aussage auch fiir beschranktes, messbares f.

=X(s)" (9.1)

(b) Wenn das System autonom ist, dann kann (9.1) auch wie folgt geschrieben
werden
E(f(X(s +h)) | #(s)) = E(f(X*(h)))|

Das ist Theorem 7.1.2 aus | ]

Xt (9.2)

(c) Mit Theorem 9.6 ist auch Theorem 3.32 gezeigt, denn der Wienersche Pro-
zess 10st die stochastische Differentialgleichung dX = dW, X(0) = 0, und wir
hatten die Markow-Eigenschaft des Wienerschen Prozesses beim Beweis von
Theorem 9.6 nicht verwendet.

9.8 Definition ([ ], §2.1). Eine Markowsche Ubergangswahrscheinlichkeit ist ei-
ne Abbildung p(s,x,t,A), wobei 0 < s < t, x € R" und A € B(R"), welche folgende
Eigenschaften besitzt:

(a) p(s,-,t, A) ist borelmessbar,
(b) p(s,x,t,-) ist ein Wahrscheinlichkeitsmafl, manchmal auch geschrieben als P,

(c) p erfiillt die Chapman-Kolmogoroff-Gleichung

pls,x,t,A) = J P(A Y, t,A)dPs,a(y), s<A<t.

9.9 Bemerkung. (a) Haufig findet wird auch gefordert, dass P, eine Verteilungs-
dichte besitzt. Dann meint man mit p(s,x,t,y) diese Verteilungsdichte. Die
Verteilungsdichte wird nicht von allen Autoren in derselben Form hingeschrie-
ben.
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9 Die Markow-Eigenschaft

(b) Friedman | | schreibt p(s,x,t, dy) fiir dPs,.(y).

(c) In Friedman | |, Theorem 2.1.1, wird gezeigt, dass es zu jeder Markow-
schen Ubergangswahrscheinlichkeit einen Markowschen Prozess gibt, der die zu
der gegebenen Ubergangswahrscheinlichkeit gehérende Chapman-Kolmogoroff-
Gleichung erfiillt.

9.10 Satz. Das p aus Bezeichnung 9.5 ist eine Markowsche Ubergangswahrschein-
lichket.

9.11 Definition. Ein 5-Tupel (Q,U, (Uf)s<t, X, (Px;s)xs)) ist ein Markowscher Prozess
mit Ubergangswahrscheinlichkeit p, wenn

(a) (Q,U) ist ein Messraum, fiir s < t ist U eine o-Algebra, wobei fiir s’ < s und
t <t/ gilt U C U, und U umfasst alle U;.

(b) x ist eine Funktion [0, co[ x Q — R™, die bzgl. jedes U/ messbar ist.

(c) Fir x € R™ und s > 0 ist Py ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf dem Messraum
(Q,Us,), so dass

Px,s (X(S) = X) = ]>
P (x(t+ 1) € A |U) = plt,x(t, w), t+hy A) £.s.

9.12 Bemerkung. Friedman | | schreibt den Losungsprozess einer stochastischen
Differentialgleichung in § 5.3 mehr oder weniger konkret hin. Wie bereits frither ver-
einbart, werden Versionen der Losungen mit stetigen Pfaden gewdhlt.

Dann setzt er C = C([0, 0o, R™) und definiert ¢/ fiir s < t < oo als die kleinste
o-Algebra, welche fiir jedes A € B(R") und jedes u € [s, t] die Menge

{feQ|vVuelst]:f(u) e A}

enthélt.
Ferner definiert er einen Prozess X auf QO durch

X(t, f) = f(t).

Es muss gezeigt werden, dass X(t) messbar bzgl. U} ist. Dazu sei A € B(R"). Dann
X)) "(A)={fe Q| f(t) e A} eUt CU;.
Firx e R", 0 <s <tund B € Uff erklart er

PX,S(B) = P(XS’X € B)»

wenn z. B. B von der Form {f € Q | Vu € [s, t] : f(u) € A} ist, dann bedeutet X** € B,
dass X**(u) € A fiir s <u <t. Also

Prs(X(s) =x) =Py ({f | £(s) € {x}}) = P(X**(s) € {x}) = 1.
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Dass dieses P, s ein Wahrscheinlichkeitsma# ist, ist klar.
Nun ist zu zeigen

Pys (X(t+h) e A|U) =p(t,X(t),t+h,A). (9.3)

Wenn wir mit H die Geschichte von X** bezeichnen, dann haben wir wegen Theo-
rem 9.6
P(X**(t+h) € A | Hsx(t)) =p(t, X>*(t),t + h, A).

Seien nun s < t; < -+ < t, < t und seien A;,..., A, € B(R"). Wegen D =
ﬂ;{xs"‘(tj) € A} € Hsx(t) und der Definition der bedingten Erwartung gilt
POXS*(t 4+ h) € A, X (t1) € Apye.n, X% (tn) € Am)

= | Xpextnea dP
JD

= | E(xpxsr@smea) | Hsx(t)) dP
D

= | plt,X**(t),t +h,A)dP

JD

= | XA, (X (1)) - X, (X3 (Em) )P (8, X2 (t), £+ h, A) dP.

J

Um (9.3) zu zeigen, muss man fiir jedes B € U} folgendes zeigen

P.x({X(t+h) € AN B) :J p(t, X(t),t +h, A)dPs,.
B

Wir machen das nur fiir ein Erzeugendensystem, also nur fiir B von der Form {X(t;) €
Aqy..., X(tn) € An). Aus dem, was wir gerade ausgerechnet haben folgt

Pox({X(t+h) € A}NB) = nxm (X¥¥ (1)) -+ XA (X () )P (£, X¥¥(1), t + R, A) dP

— {5, (X(E)) - x00 (X (t) ), X (1), €+ T, A) Py«

= p(t,X(t),t—l—h,A) dPs,x-
JB

Damit haben wir gezeigt, dass (C,U, (U )s<t, X, (Psx)sx) ein Markowscher Prozess mit
Ubergangswahrscheinlichkeit p(s,x,t, A) ist.
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10 Stoppzeiten

10.1 Definition. Eine Zufallsvariable t: Q — [0, oo] ist eine Stoppzeit bzgl. einer Fil-
tration F, wenn
{T <t} € F(t) fiir jedes t > 0.

Wenn die Filtration nicht genannt wird, handelt es sich um die Geschichte des Wie-
nerschen Prozesses.

Beispielsweise ist jede konstante Zufallsvariable mit Werten in [0, co] eine Stopp-
zeit.

10.2 Satz. Seien t; und T, Stoppzeiten bzgl. F.
(a) Dann gelten {T < t} € F(t) und {t =1t} € F(t) fir jedes t.
(b) min(t;,T2) und max(t,T;) sind Stoppzeiten.

10.3 Satz. Es sei (X(t))i>0 ein an die Filtration (F(t))i>o adaptierter Prozess mit
stetigen Pfaden. Wenn E eine abgeschlossene Menge ist, dann ist

T=inf{t > 0] X(t) € E}
eine Stoppzeit bzgl. der Filtration (F(t))i>o.

10.4 Bemerkung. Die Stoppzeit aus Satz 10.3 bezeichnet man als Eintrittszeit (engl.
hitting time). Wenn E offen ist, dann ist offenbar auch

T=1inf{t > 0| X(t) € E}

eine Stoppzeit. Man bezeichnet sie als Austrittszeit (engl. exit time). Mit Austritts-
zeit ist immer die Zeit des erstmaligen Verlassens gemeint. Die Zeit des letztmaligen
Verlassens ist i.a. keine Stoppzeit.

10.5 Definition. Sei G € L?[0, T] und sei T eine Stoppzeit mit 0 < T < T. Dann setzen
wir

T T
J GdW:J Xi<cG dW.
0 0

Bemerkung. Weil min(t, T) eine Stoppzeit ist, ist die Forderung 0 < t < T keine
Einschrankung.
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10.6 Satz. Se: G € [0, T] und sei 0 <1 < T eine Stoppzeit. Dann

o[ san) =
(o)) ([ o).

10.7 Definition. (a) Mit M(R™) bezeichnen wir den Raum der beschrénkten, borel-
messbaren Funktion f: R™ — R. Er wird versehen mit der Supremumsnorm.

(b) Es sei p die Ubergangswahrscheinlichkeit eines Markowschen Prozesses. Fiir
0 <s<t< oo setzen wir

Tor: M(RY) — M(RY), Ts,t(f)(x)zj FdP, ...

Ferner setzen wir T, = id.

10.8 Bemerkung. (a) [|Ts¢l| =1.

(b) Fir 0 <s <t <ugilt
Ts,tTt,u = Ts,u-

(c) Man bezeichnet (T; ;)¢ als die zu dem Markowschen Prozess assoziierte Halb-
gruppe.
10.9 Definition. (a) Ein Markowscher Prozess hat die starke Markow-Eigenschaft,

wenn fiir jede Stoppzeit T gilt

Pys (x(t+7) € AlU) =p(T,x(T),t+T,A) f5.

(b) Wenn fiir jede stetige, beschrankte Funktion f: R® — R und jedes A > 0 die
Abbildung

(t,Z) = J fPt,z,’HA

n

stetig ist, dann besitzt der Markowsche Prozess die Feller-Eigenschaft.

10.10 Theorem (] ], Cor. 2.2.6). Sei (Q,U, (U)s<t, X, (Pxs)xs)) ein Markowscher
Prozess mit f. s. stetigen Pfaden, welcher die Feller Eigenschaft besitzt. Dann
besitzt der Prozess die starke Markow-Eigenschaft.

10.11 Lemma. Es gelten die Voraussetzungen des Eristenz- und Eindeutigkeits-
satzes 7.3. Zu jeder Wahl von R, T> 0 gibt es C > 0, so dass

IE( sup |X**(t) — XT’U(t)|2> <C (\x—y|2 +|s— T|> ,

T<t<T

falls |x|, |y <Rund 0 <s <t <T.
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10 Stoppzeiten

10.12 Theorem ([ |, Thm. 5.3.4). Der in Bemerkung 9.12 konstruierte Markow-
sche Prozess besitzt die Feller-Eigenschaft und damit auch die starke Markow-
Eigenschaft.

Der folgende Satz mit der zugehorigen Definition gehort thematisch zur Martingal-
ungleichung.

10.13 Definition. Eine Folge (X,,)nen von Zufallsvariablen konvergiert dem Mafle nach
gegen eine Zufallsvariable X, wenn fiir jedes € > 0

lim P(|[Xn — X| > €) = 0.

n—oo

Wir schreiben X, LSS

10.14 Bemerkung. (a) L'-Konvergenz, also Konvergenz im Mittel, impliziert Kon-
vergenz dem Mafle nach. Die Umkehrung gilt i. a. nicht.

(b) Der Grenzwert dem Mafle nach ist eindeutig bis auf eine Nullfunktion.

10.15 Theorem. Sei G € L?[0, T] und seten €, N > 0. Dann

JtG(s)dW‘ > e) < P(JT G?(s)ds > N) + g

0 0

P( sup
0<t<T
10.16 Theorem. Seien G, und G in L*[0, T] und ses fg\Gn(t) —G(t)[*dt 0. Dann

sup 5o.

0<t<T

t t
J GndW—J Gdw
0 0

10.17 Definition. Eine Folge (X, )nen von Zufallsvariablen heifit gleichmdfSig integrier-
bar, wenn E(|X,|) < oo fiir jedes n und

lim lim supJ |Xn| dP = 0.
A—00 n—oo ‘Xn|>)\

10.18 Theorem (] |, Lemma 1.3.6). Wenn (X, )nen gleichmdfig integrierbar ist,

dann limsup, ., E(|X,|) < co. Wenn auferdem noch X, — X f. s. oder im Mafle,

dann
E(|Xa =X|) =0 wund E(X,) — E(X).

10.19 Satz. Sei G € L?[0,T], set 0 <t < T eine Stoppzeit und set X(t) = f(t) Gdw.
Dann gilt

X(t) = L G(s) dW/(s). (10.1)
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11 Zeithomogene Markowsche Prozesse

BEs sei (Q,U, (U )s<t, X, (Psx)x,s) ein Markowscher Prozess im Sinne von Definiti-
on 9.11.

11.1 Definition. Eine Ubergangswahrscheinlichkeit p heit stationdr, wenn
p(s,x, t,A) = p(O,x,t —$,A).

Einen Markowscher Prozess mit stationdrer Ubergangswahrscheinlichkeit bezeichnet
man als zeithomogen.

11.2 Bezeichnung. In diesem Fall ldsst man das Argument s in der Regel weg und
schreibt
Ps - Px,O) z/{t - uto) P(t>X>A) - P(O>X) t) A)

Wir schreiben auch, anders als Friedman, Alst,x(A) = p(t,x,A), falls wir nach p(t,x,-)
integrieren miissen.

11.3 Bemerkung. Gegeben sei eine autonome stochastische Differentialgleichungen.
In Bemerkung 9.3 hatten wir gesehen, dass der durch die Losung gegebene Markow-
sche Prozess zeithomogen ist. In (9.2) hatten wir gesehen, dass

E(f(X(s + 1) | H(s)) = EFOCM))] _yo
11.4 Bezeichnung. Die zugehorige Halbgruppe Ti: M(R") — M(R") wird jetzt wie
folgt geschrieben:

T = | 1) dPusly).

11.5 Beispiel. Was bedeutet das, wenn der Markowsche Prozess aus den Losungen
einer autonomen stochastischen Differentialgleichung besteht?
Im Beweis von Satz 1.12 hatten wir gesehen, dass fiir € M(R") gilt

[wapi = [wocrar

Also

r

(Tef)(x) = [ fF(X*(t)) dP.

J
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11 Zeithomogene Markowsche Prozesse

11.6 Bezeichnung. Zu einer gegebenen Halbgruppe wid mit My(R") wird der Raum
derjenigen Elemente f € M(R") bezeichnet, fiir den

|| Tef — flloo — O filr t O,

wobel
19]lc = inf{C > 0| An(|g] > C) =0}

das wesentliche Supremum von g bezeichnet.

11.7 Definition. Der Erzeuger eines zeithomogenen Markowschen Prozesses ist gege-

ben durch Tf_f
Pt =lim — , feD(2),
N0 t

wobei D(Z2) aus denjenigen f € M(R") besteht, fiir die der Grenzwert existiert.
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12 1t6-Diffusion

12.1 Definition. Ein n-dimensionler Markow-Prozess mit stetigen Pfaden und stati-
onidrer Ubergangswahrscheinlichkeit p(h,x, A) ist ein Diffusionsprozess, wenn

(a) fiir alle Wahlen von € > 0 und x € R"
1 _.
}lllg(l)]’_Lp(h)X)R \BE(X)) =0,

(b) es gibt Abbildungen b: R™ — R™ und a: R™ — R™ ", so dass fiir alle € > 0 und

x € R"
.1 ~ .
}lllg(l) ]’_l J|yx|<€(yi _Xi) dPh,x(y) = bi(x)> 1= 1)° -y,
.1 ~ ..
tim Lm(yi )y ) AP y) = ), b =Ty,

Dann bezeichnet man b als Drift und a als Diffusionsmatriz des Prozesses.

12.2 Lemma. Die folgenden beiden Bedingungen implizieren die Bedingungen (a)
und (b) aus der Definition:

(a*) Es gibt &6 >0 und x € R", so dass

] 245 3P —
tim | [x =y Py (y) =0

(b*) Fir alle x € R"

.1 = .

%I{I})HJ' n(yi _Xi) dPx,t(y) = bi(x)) 1= 1) <oy L
. = .
tm |y ) Py = oy, =T,

12.3 Theorem. Es gelten die Voraussetzungen des Ezistenz- und Eindeutigkeits-
satzes 7.3 mit zeitunbhdngigen b und B. Dann st der gemafs Definition 9.11
konstruierte zeithomogene Markowsche Prozess eine It6-Diffusion mit Drift b
und Diffusionsmatriz a = BB.

Bemerkung. In [ | wird das alles auch im zeitinhomogenen Fall gemacht.
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12 Ité-Diffusion
Wie in Definition 11.7 bezeichnen wir mit &7 den Erzeuger der Halbgruppe und
mit D(Z?) seinen Definitionsbereich.

12.4 Theorem. Jede beschrinkte Funktion f: R™ — R von der Klasse C? liegt in
D(Z) und es qult
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