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12 Itô-Diffusion 53

Literatur 55

3





1 Wahrscheinlichkeitstheorie

Die Vorlesung orientiert sich an dem Buch [Eva13] von C. L. Evans. Ein detaillierterer

einf�uhrender Text ist das Buch [�ks03] von B. �ksendal.

Bezeichnung. 0 ist keine nat�urliche Zahl. F�ur ein Ereignis A in einem Ereignisraum Ω

bezeichne ich das Komplement mit Ac = Ω \A.

In diesem Abschnitt wird ein Abriss der f�ur die Vorlesung wichtigen Begri�e der

Wahrscheinlichkeitstheorie gegeben. Die daf�ur ben�otigten Grundlagen der Ma�theo-

rie �ubernehmen wir aus der Analysis III.

1.1 Definition. Ein Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Ma�raum (Ω,U , P) mit P(Ω) =

1. In diesem Fall bezeichnet man das Ma� P als Wahrscheinlichkeitsma�.

Die U-messbaren Mengen bezeichnet man als Ereignisse. Anstelle der Formulie-

rung \fast �uberall" benutzt man \fast sicher".

1.2 Beispiel. F�ur einen topologischen Raum X bezeichnen wir mit B(X) die σ-

Algebra der Borelmengen. Sei Ω ∈ B(Rn) und sei f : Ω → [0,∞[ Lebesgue-messbar

mit
∫
fdλn = 1. Dann wird durch

P(E) =

∫
E

fdλn

ein Wahrscheinlichkeitsma� auf Ω gegeben. Wenn P von dieser Form ist, dann be-

zeichnet man f als Dichte von P.

Wenn f die Dichte des Ma�es P ist, dann gilt f�ur alle Lebesgue-messbaren Funk-

tionen g ∫
gdP =

∫
fgdλn.

1.3 Definition. Der Rn wird immer mit der σ-Algebra der Borelmengen versehen.

Eine Zufallsvariable ist eine messbare Abbildung f : Ω→ Rn.

1.4 Lemma. Sei X : Ω→ Rn eine Zufallsvariable. Dann ist

U(X) =
{
X−1(B)

∣∣ B ∈ B(Rn)
}

eine σ-Algebra. Es handelt sich um die kleinste σ-Algebra, bzgl. derer X messbar

ist. Man bezeichnet sie als die von X erzeugte σ-Algebra.
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1 Wahrscheinlichkeitstheorie

1.5 Lemma. Seien X : Ω → Rn und Y : Ω → Rm zwei Zufallsvariablen. Wenn Y

messbar bzgl. der σ-Algebra U(X) ist, dann existiert eine Abbildung Φ : Rn → Rm,
so dass Y = Φ ◦ X.

1.6 Definition. Ein stochastischer Prozess ist eine Familie (X(t))t≥0 von Zufallsvaria-

blen. F�ur festes ω ∈ Ω ist X(t,ω)t≥0 ein Pfad des Prozesses.

Ein stochastischer Prozesses (Y(t))t≥0 ist eine Version von (X(t))t≥0, wenn f�ur alle

t ≥ 0 die Gleichheit X(t) = Y(t) fast sicher gilt.

1.7 Bezeichnung. (a) F�ur eine vektorwertige Zufallsvariable X = (X1, . . . , Xn) : Ω →
Rn mit integrierbaren Komponentenfunktionen de�nieren wir das Integral kom-

ponentenweise, also ∫
XdP =

(∫
X1 dP, . . . ,

∫
Xn dP

)
.

In [Eva13] wird der Index oben notiert, um die untere Position f�ur partielle

Ableitungen nutzen zu k�onnen.

(b) Eine Zufallsvariable X hat k-te Momente, wenn |X|j f�ur j = 0, . . . , k integrierbar
ist. Mit |·| wird die euklidische Norm bezeichnet.

1.8 Definition. (a) F�ur eine integrierbare Zufallsvariable X bezeichnet

E(X) =
∫
XdP

den Erwartungswert.

(b) Wenn die Zufallsvariable X zweite Momente hat, dann bezeichnet

V(X) =
∫
|X− E(X)|2 dP

ihre Varianz.

Bemerkung. V(X) = E(|X|2) − |E(X)|2.

1.9 Bezeichnung. F�ur x, y ∈ Rn schreiben wir x ≤ y, wenn xj ≤ yj f�ur j = 1, . . . , n.

1.10 Definition. Es sei X : Ω→ Rn eine Zufallsvariable.

(a) Ihre Verteilung ist das durch

M 7→ P(X ∈M)

gegebene Wahrscheinlichkeitsma�.
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(b) Ihre Verteilungsfunktion ist gegeben durch

FX : Rn → [0, 1], FX(x) = P(X ≤ x).

Wenn n Zufallsvariablen X1, . . . , Xn gegeben sind, dann kombiniert man sie zu

einer Rn-wertigen Zufallsvariablen X und setzt FX1,...,Xn = FX.

(c) Wenn es eine messbare Funktion f gibt, so dass f�ur alle A ∈ B(Rn)

P(X ∈ A) =
∫
A

fdλn,

dann bezeichnet man f als Verteilungsdichte von X.

1.11 Beispiel. (a) Wenn X : Ω→ R die Dichte

f(x) =
1√
2πσ

e−
(x−m)2

2σ2

besitzt, dann sagt man, X sei N(m,σ2) verteilt.

(b) Wenn C ∈ Rn×n invertierbar und symmetrisch ist und X : Ω→ Rn die Dichte

f(x) =
1√

(2π)n detC
e−

1
2
(x−m)C−1(x−m)

besitzt, dann sagt man, X sei N(m,C) verteilt.

Der Satz von Radon-Nikodym (s. [MV11], Theorem 13.12) gibt Auskunft �uber die

Existenz von Dichten.

1.12 Satz. Die Zufallsvariable X : Ω→ Rn besitze die Dichte f. Ferner sei g : Rn →
R eine messbare Funktion, f�ur welche g ◦ X integrierbar ist. Dann gilt

E(g ◦ X) =

∫
Rn

gfdλn.

1.13 Korollar. Wenn X die Dichte f besitzt und integrierbar ist bzw. zweite Mo-

mente hat, dann

E(X) =
∫
xf(x)dλn(x) und V(X) =

∫
|x− E(X)|2 f(x)dλn(x).

1.14 Beispiel. Eine N(m,σ2)-verteilte Zufallsvariable hat Erwartungswert m und

Varianz σ2.

1.15 Definition. Sei (Ω,U , P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

(a) Ereignisse A1, . . . , An hei�en unabh�angig, wenn f�ur jede Wahl von k1 < k2 <

· · · < km ≤ n gilt

P(Ak1 ∩ · · · ∩Akm) = P(Ak1) · · ·P(Akm).
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1 Wahrscheinlichkeitstheorie

(b) Sei (Uk)k∈N eine Folge von σ-Algebren Uk ⊆ U . Sie hei�t unabh�angig, wenn f�ur

jede Wahl k1 < k2 < · · · < km und Ai ∈ Uki die Ereignisse A1, A2, . . . , Am
unabh�angig sind.

(c) Zufallsvariable X1, X2, . . . hei�en unabh�angig, wenn die Folge (U(Xk))k∈N ihrer

σ-Algebren unabh�angig ist.

(d) Analog de�niert man die Unabh�angigkeit einer Zufallsvariablen von einer σ-

Algebra und �ahnliches.

1.16 Beispiel. Sei Ω = [0, 1[, versehen mit dem Lebesguema�. F�ur n ∈ N de�nieren

wir die n-te Rademacher-Funktion durch

Xn(ω) =

{
1, k

2n
≤ ω < k+1

2n
f�ur ein gerades k,

−1, k
2n

≤ ω < k+1
2n

f�ur ein ungerades k.

Die Rademacher-Funktionen sind unabh�angig. Es gilt n�amlich f�ur jedes x ∈ {−1, 1}k,

dass

P(X1 = x1, . . . , Xk = xk) = 2
−k,

P(X1 = x1) · · ·P(Xk = xk) = 2−k.

1.17 Satz. Die Rn-wertigen Zufallsvariablen X1, . . . , Xk sind genau dann unabh�angig,

wenn

FX1,...,Xk
(x1, . . . , xk) = FX1

(x1) · · · FXk
(xk) f�ur alle x.

Wenn alle Xi Verteilungsdichten besitzen, dann gilt auch

fX1,...,Xk
(x1, . . . , xk) = fX1

(x1) · · · fXk
(xk) f. s.

1.18 Bezeichnung. Es sei (Ω,U , P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und es sei (An)n∈N
eine Folge in U . Das Ereignis

lim sup
n→∞ An :=

∞⋂
n=1

∞⋃
m=n

Am

bezeichnet man als \An unendlich oft".

Bemerkung. (a) Da die σ-Algebra keine Toplogie tr�agt, ist der Limes superior rein

formal zu verstehen.

(b) ω liegt genau dann in dem Ereignis \An unendlich oft", wenn es unendlich

viele n mit ω ∈ An gibt.

1.19 Theorem (Borel-Cantelli-Lemma). Wenn
∑∞

n=1 P(An) <∞, dann

P

(
lim sup
n→∞ An

)
= 0.
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1.20 Definition. Sei Q ein Wahrscheinlichkeitsma� auf dem Rn. Die Fouriertransfor-
mierte von Q ist gegeben durch

Q̂(u) =

∫
Rn

ei⟨u,x⟩ dQ(x),

wobei ⟨u, x⟩ =
∑n

j=1 ujxj.

1.21 Bemerkung. Das Wahrscheinlichkeitsma� Q induziert via

⟨TQ, φ⟩ =
∫
Rn

φ(x)dQ(x), φ ∈ S (Rn),

eine temperierte Distribution. Die Funktion Q̂ entspricht bis auf der inversen Fourier-

transformierten dieser temperierten Distribution. Da die Fouriertransformation ein

Automorphismus des Raums der temperierten Distributionen ist, gilt der folgende

Satz.

1.22 Satz. Wenn zwei Wahrscheinlichkeitsma�e dieselbe Fouriertransformierte

besitzen, dann stimmen sie �uberein.

Beweis. Einen Beweis, der nicht auf Distributionstheorie zur�uckgreift | aber den

Satz von Stone Weierstra� verwendet |, �ndet man in Klenke [Kle20], Satz 15.9.

1.23 Definition. Sei X : Ω → Rn eine Zufallsvariable. Die Fouriertransformierte ihrer

Verteilung bezeichnet man als charakteristische Funktion der Zufallsvariablen. Man

bezeichnet die charakteristische Funktion mit φX.

1.24 Lemma. Es sei X eine Zufallsvariable auf dem Wahrscheinlichkeitsraum

(Ω,F , P). Dann
φX(u) = E

(
ei⟨u,X⟩

)
.

1.25 Korollar. Seien X1, . . . , Xm unabh�angige Zufallsvariablen. Dann

φX1+···+Xm(u) = φX1
(u) · · ·φXm(u), u ∈ Rn.

1.26 Satz. Die Zufallsvariable X ist genau dann N(µ, σ2)-verteilt, wenn

φX(u) = e
iµu−u2σ2

2 , u ∈ R.
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2 Bedingte Erwartung

2.1 Definition. Seien A,B Ereignisse, wobei P(B) ̸= 0. Dann ist

P(A|B) =
P(A ∩ B
P(B)

die bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der Hypothese B.

2.2 Theorem. Sei (Ω,U , P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und sei V ⊆ U eine σ-

Algebra auf Ω. Sei ferner X : Ω → Rn eine integrierbare Zufallsvariable. Dann

existiert eine bis auf Nullmengen eindeutig bestimmte, V-messbare Zufallsva-

riable Z, so dass ∫
A

XdP =

∫
A

ZdP f�ur alle A ∈ V. (2.1)

2.3 Beispiel. V = {∅,Ω} ist eine σ-Algebra auf Ω. Wenn die Zufallsvariable Z : Ω→
R V-messbar sein soll, dann muss sie konstant sein. Damit (2.1) gilt, muss diese

Konstante gleich E(X) sein. Also Z(ω) = E(X) f�ur alle ω.

2.4 Definition. Sei (Ω,U , P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, sei X eine Zufallsvariablen

auf Ω und sei V ⊆ U eine σ-Algebra. Die bedingte Erwartung E(X|V) von X gege-

ben V ist die durch folgende Eigenschaften bis auf Nullmengen eindeutig bestimmte

Zufallsvariable

(a) E(X|V) ist V-messbar.

(b)
∫
A
XdP =

∫
A
E(X|V)dP f�ur alle A ∈ V.

F�ur eine Zufallsvariable Y setzen wir E(X|Y) = E(X|U(Y)).

2.5 Bemerkung. (a) Theorem 2.2 zeigt, dass die bedingte Erwartung existiert.

(b) F�ur A,B ∈ U mit P(B) ̸= 0 und P(Bc) ̸= 0 gilt

E(χA|χB) = P(A|B)χB + P(A|Bc)χBc .

Beweis auf Blatt 2.

2.6 Satz. Sei (Ω,U , P) ein Wahrscheinlichkeitsraum mit Zufallsvariablen X und Y

und sei V ⊆ U eine σ-Algebra.
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(a) F�ur a, b ∈ R gilt E(aX+ bY|V) = aE(X|V) + bE(Y,V).

(b) Wenn X V-messbar ist, dann E(X,V) = X f. s.

(c) Sei X V-messbar und sei XY integrierbar, dann E(XY|V) = XE(Y|V).

(d) Wenn X unabh�angig von V ist, dann E(X|V) = E(X) f. s.

(e) (Turmeigenschaft) Wenn W ⊆ V eine weitere σ-Algebra ist, dann gilt

E(X|W) = E(E(X|V)|W) = E(E(X|W)|V).

(f) Wenn X ≤ Y, dann E(X|V) ≤ E(Y|V) f. s.

11



3 Der Wienersche Prozess

Wir wiederholen den Ma�fortsetzungssatz aus der Analysis III.

3.1 Definition. Seien X eine Menge und R ⊆ P(X). R ist ein Ring von Teilmengen

von X, wenn

(a) ∅ ∈ R.

(b) Sind A,B ∈ R, so ist A ∪ B ∈ R.

(c) Sind A,B ∈ R, so ist A \ B ∈ R.

3.2 Definition. Seien X eine Menge und R ein Ring von Teilmengen von X. Eine

Abbildung µ : R → R ∪ {∞} ist ein Pr�ama�, wenn

(a) µ(∅) = 0.

(b) µ(A) ≥ 0 f�ur alle A ∈ R.

(iii ′) (σ-Additivit�at) Sind A1, A2, · · · ∈ R paarweise disjunkt und ist
⋃∞
m=1Am ∈ R,

so gilt

µ

( ∞⋃
m=1

Am

)
=

∞∑
m=1

µ(Am).

3.3 Theorem (Ma�fortsetzungssatz von Carath�eodory). Seien X eine Menge, R ein

Ring von Teilmengen von X und µ ein Pr�ama� auf R. Dann kann µ zu einem

Ma� fortgesetzt werden.

3.4 Bezeichnung. Sei T ⊆ [0,∞[ ein abgeschlossenes Intervall oder T = N0. F�ur jede
Wahl von k ∈ N und t1, t2, . . . , tk ∈ T sei ein Wahrscheinlichkeitsma� νt1,...,tk auf dem

Rnk gegeben. Die Familie

{νt1,...,tk | k ∈ N, t1, t2, . . . , tk ∈ T }

hei�t konsistent, wenn

(a) F�ur jedes k ∈ N, jede Permutation σ von {1, . . . , k}, jede Wahl von t1, . . . , tk ∈ T
und Borelmengen F1, . . . , Fk ⊆ Rn gilt

νtσ(1),...,tσ(k)(F1 × · · · × Fk) = νt1,...,tk(Fσ−1(1) × · · · × Fσ−1(k)),
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(b) F�ur k,m ∈ N, jede Wahl von t1, . . . , tk+m ∈ T und Borelmengen F1, . . . , Fk ⊆ Rn

gilt

νt1,...,tk(F1 × · · · × Fk) = νt1,...,tk+m
(F1 × · · · × Fk × Rn × · · · × Rn).

3.5 Theorem (Fortsetzungssatz von Kolmogorow). Es sei

{νt1,...,tk | k ∈ N, t1, t2, . . . , tk ∈ T }

eine konsistente Familie von Wahrscheinlichkeitsma�en. Dann existieren ein

Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F , P) und ein stochastischer Prozess (Xt)t∈T auf Ω,

so dass

νt1,...,tk(F1 × · · · × Fk) = P(X(t1) ∈ F1, . . . , X(tk) ∈ Fk) ,

f�ur alle Wahlen von k ∈ N, t1, . . . , tk ∈ T und Borelmengen F1, . . . , Fk.

Der Satz kann auf den Ma�fortetzungssatz von Carath�eodory zur�uckgef�uhrt wer-

den. Details �ndet man in Aliprantis und Border [AB99], Theorem 14.23.

3.6 Korollar. Es gibt einen Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F , P), der eine Folge

(Xn)n∈N von unabh�angigen, N(0, 1)-verteilten Zufallsvariablen besitzt.

3.7 Definition. Ein R-wertiger stochastischer Prozess (W(t))t≥0 hei�t (eindimensionale)

Brownsche Bewegung oder Wienerscher Prozess, wenn

(a) W(0) = 0 f. s.

(b) F�ur t ≥ s ≥ 0 ist W(t) −W(s) N(0, t− s)-verteilt.

(c) F�ur 0 < t1 < · · · < tn sind die Zufallsvariablen W(t1), W(t2) −W(t1), . . . ,

W(tn) −W(tn−1) unabh�angig.

(d) Die Pfade sind fast sicher stetig.

3.8 Bezeichnung. Wir setzen

g(x, t|y) =
1√
2πt

exp

(
−
(x− y)2

2t

)
.

3.9 Theorem. Sei (W(t))t≥0 eine Brownsche Bewegung, sei n ∈ N, seien 0 = t0 <
t1 < · · · < tn und sei f : Rn → R Borel-messbar. Dann gilt

E(f(W(t1), . . . ,W(tn))

=

∫∞
−∞· · ·

∫∞
−∞ f(x1, . . . , xn)g(x1, t1|0)g(x2, t2−t1|x1) . . . g(xn, tn−tn−1|xn−1)dxn . . . dx1.
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3 Der Wienersche Prozess

3.10 Bezeichnung. Die Haar-Funktionen sind de�niert durch

h0(t) = 1 0 ≤ t ≤ 1,

h1(t) =

{
1, 0 ≤ t ≤ 1

2
,

−1, 1
2
< t ≤ 1,

hk(t) =


2n/2, k−2n

2n
≤ t ≤ k−2n+ 1

2

2n
,

−2n/2,
k−2n+ 1

2

2n
< t ≤ k−2n+1

2n
,

0, sonst,

wobei 2n ≤ k < 2n+1.

3.11 Satz (Haar (1909)). Die Haar-Funktionen bilden eine Orthonormalbasis des

L2[0, 1].

Der Beweis orientiert sich an dem von Theorem 1.4 des Buchs von Wojtaszc-

zyk [Woj97].

3.12 Bezeichnung. F�ur k ∈ N0 setzen wir

sk(x) =

∫ x
0

hk(t)dt

und s−1 ≡ 1. Die Folge (sk)k∈N0∪{−1} ist das Faber-Schauder-System.

Faber konstruierte es 1910 und zeigte, dass es eine Schauderbasis f�ur C[0, 1] ist.

Schauder verallgemeinerte sp�ater diese Konstruktion.

3.13 Lemma. (a) F�ur n ∈ N0 und 2n ≤ k < 2n+1 gilt ∥sk∥∞ = 2−
n
2
−1.

(b) F�ur s, t ∈ [0, 1] gilt ∞∑
k=0

sk(s)sk(t) = min(s, t).

3.14 Definition. Sei 0 < γ ≤ 1, sei X ⊂ Rn komkakt und sei f : X → K eine stetige

Funktion.

(a) f ist H�older-stetig zum Exponenten γ in x ∈ X, falls es eine Konstante C gibt,

so dass

|f(x) − f(y)| ≤ C|x− y|γ f�ur alle y ∈ X.

(b) f erf�ullt eine H�older-Bedingung zum Exponenten γ, wenn es ein C gibt, so

dass

|f(x) − f(y)| ≤ C|x− y|γ

f�ur alle x, y ∈ X.
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(c) Der Raum aller Funktionen, welche eine H�older-Bedingung zum Exponenten γ

erf�ullen, wird mit C0,γ(X) bezeichnet und mit der Norm

∥f∥γ = ∥f∥∞ + sup
x,y∈X,x ̸=y

|f(x) − f(y)|
|x− y|γ

versehen.

3.15 Bemerkung. (a) Die H�older-Bedingung zum Exponenten 1 wird �ublicherweise

als Lipschitz-Bedingung bezeichnet.

(b) Der Raum C0,γ(X) ist ein Banachraum. Das wird als Aufgabe 2.15 in Kabal-

lo [Kab11] gezeigt.

3.16 Lemma. Sei 0 < δ < 1
2
. Wenn |ak| ≤ Ck

1
2
−δ−ϵ f�ur C > 0 und ϵ > 0 geeignet,

dann konvergiert die Reihe
∑∞

k=0 aksk in C
0,δ[0, 1].

3.17 Lemma. Sei (Ak)k∈N eine Folge unabh�angiger, N(0, 1)-verteilter Zufallsvaria-

blen. Dann existiert eine Nullmenge N, so dass es zu jedem ω /∈ N ein C > 0

gibt, so dass f�ur alle k

|Ak(ω)| ≤ C
√
log(k+ 1)

3.18 Satz. Es sei (Ak)k∈N eine Folge unabh�angiger, N(0, 1)-verteilter Zufallsvaria-

blen. F�ur jedes δ < 1
2
konvergiert die Reihe

W(t) =

∞∑
k=0

Aksk(t), 0 ≤ t ≤ 1,

fast sicher in C0,δ[0, 1]. Ferner gilt:

(a) (W(t))t≥0 ist eine Brownsche Bewegung.

(b) F�ur fast alle ω ist der Pfad t 7→W(t,ω) H�older-stetig zum Exponenten δ,

insbesondere stetig.

3.19 Satz. Seien X1, . . . , Xn+m unabh�angige, Rk-wertige Zufallsvariablen und seien

f : (Rk)n → R und g : (Rk)m → R messbar. Dann sind die Zufallsvariablen

Y := f(X1, . . . , Xn) und Z := g(Xn+1, . . . , Xn+m)

unabh�angig.

Beweis. Steht in § 2.3 von [Eva13]. Er zitiert das Buch [Bre68] von Breiman.

3.20 Theorem. Es sei (Ω,U , P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, auf dem es abz�ahl-

bar viele unabh�angige, N(0, 1)-verteilte Zufallsvariablen gibt. Dann gibt es auf Ω

einen eindimensionalen Wienerschen Prozess.
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3 Der Wienersche Prozess

3.21 Bezeichnung. Unter U(X(t)|t ∈ T) versteht man die kleinste σ-Algebra, die alle

Mengen der Form X(t)−1(B), t ∈ T , B ∈ B(Rn), enth�alt.

3.22 Definition. Ein Rn-wertiger stochastischer Prozess ist eine n-dimensionale Brown-

sche Bewegung oder ein n-dimensionaler Wienerscher Prozess, falls

(a) Wk f�ur k = 1, . . . , n ein eindimensionaler Wienerscher Prozess ist, und

(b) die σ-Algebren U(Wk) = U(Wk(t)|t ≥ 0) unabh�angig sind.

Es gibt einen n-dimensionalen Wienerschen Prozess. Dazu konstruiert man mit

Theorem 3.20 n unabh�angige Prozesse.

3.23 Lemma. Sei W ein n-dimensionaler Wienerscher Prozess. Dann gelten f�ur

k, ℓ = 1, . . . , n

E
(
Wk(t)Wℓ(s)

)
= min(t, s)δk,ℓ,

E((Wk(t) −Wk(s))(Wℓ(t) −Wℓ(s))) = (t− s)δk,ℓ, 0 ≤ t ≤ s.

Abbildung 3.1: Simulationen einer Brownschen Bewegung mit Schrittweiten 10−1,

10−2, 10−3 und 10−4

Abbildung 3.1 zeigt Simulationen der Brownschen Bewegung mit verschieden fei-

nen Zeitschritten.

Bemerkung. Nach Konstruktion ist der hier de�nierte Wienersche Prozess H�older-

stetig zu allen Exponenten γ < 1
2
. Man kann Wienersche Prozesse aber auch anders

erhalten. In Abschnitt 3.4.1 weist Evans [Eva13] nach, dass die H�older-Stetigkeit

bereits aus den Axiomen des Wienerschen Prozesses folgt.
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3.24 Theorem (Dvoretzky, Erd}os und Kakutani). F�ur γ > 1
2
ist der Pfad t 7→W(t,ω)

f. s. nirgends H�older-stetig zum Exponent γ.

Bemerkung. Simon zitiert in den Notizen zu § 4.16 von [Sim15] die Aussage, dass die

Pfade des Wienerschen Prozesses fast sicher nicht H�older-stetig zum Exponenten 1
2

sind.

3.25 Korollar. Die Pfade der Brownschen Bewegung sind fast sicher nirgends dif-

ferenzierbar.

3.26 Bemerkung. Eine Zerlegung des Intervalls [a, b] ist ein Tupel p = (p0, . . . , pn)

mir a = p0 < p1 < · · · < pn = b, wobei n ∈ N beliebig ist. F�ur f : [a, b] → K
de�nieren wir

Vp(f) =

n∑
j=1

|f(pj) − f(pj−1)|.

Die Variation von f ist de�niert als supp Vp(f), wobei p �uber alle Zerlegungen von

[a, b] variiert. Wenn die Variation von f endlich ist, dann sagt man, f sei eine Funktion

mit beschr�ankter Variation.

F�ur Funktionen beschr�ankter Variation hat Stieltjes einen Ma�begri� eingef�uhrt,

der zum Riemann-Stieltjes-Integral f�uhrt. Details �ndet man z. B. in §4.1 von Si-

mon [Sim15].

3.27 Satz. Die Pfade des Wienerschen Prozesses sind fast sicher nicht von be-

schr�ankter Variation.

Dieser Satz impliziert, dass das Integral bzgl.W nicht als Riemann-Stieltjes-Integral

konstruiert werden kann.

3.28 Definition. Eine Filtration ist eine monoton wachsende Familie (V(t))t≥0 von

σ-Algebren.

3.29 Beispiel. Es sei X in stochastischer Prozess und es sei s ≥ 0. Die kleinste σ-

Algebra, die alle U(X(t)) f�ur 0 ≤ t ≤ s enth�alt, bezeichnen wir als Geschichte des

Prozesses bis einschlie�lich der Zeit s. Wir schreiben U(s) daf�ur.
(U(s))s≥0 ist eine Filtration.

3.30 Definition. Sei (Ω,U , P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und sei V ⊆ U eine σ-

Algebra. Die Zufallsvariable

P(A|V) = E(χA|V), A ∈ V,

ist die bedingte Wahrscheinlichkeit von A, gegeben V.

3.31 Definition. Ein Rn-wertiger stochastischer Prozess ist einMarkow-Prozess, wenn

f�ur jede Wahl von 0 ≤ s ≤ t und jede Borelmenge B gilt

P(X(t) ∈ B|U(s)) = P(X(t) ∈ B|X(s)).
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3 Der Wienersche Prozess

3.32 Theorem. Der Wienersche Prozess ist Markowsch.

Beweis. Das ist ein Spezialfall von Theorem 9.6, welches wir sp�ater zeigen werden,

ohne auf diesen Satz zur�uckzugreifen.

Die Markow-Eigenschaft des Prozesses bedeutet, dass er sich nicht daran \erin-

nert", wie er an einen Punkt gelangt ist. Speziell wei� er nicht, aus welcher Richtung

er gekommen ist und kann daher nicht in derselben Richtung weiterfahren. Das er-

kl�art heuristisch, dass Pfade f. s. nicht di�erenzierbar sind.
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4 Das Itô-Integral

Ab jetzt ist W immer der Wienersche Prozess auf (Ω,U , P).
Ziel: Eine stochastische Di�erentialgleichung soll die folgende Form haben

dX = b(X, t)dt+ B(X, t)dW,

X(0) = X0

wobei X, X0 und B Zufallsvariablen undW die Brownsche Bewegung sind. F�ur B = 0

hat man eine gew�ohnliche Di�erentialgleichung in laxer Schreibweise, die man wie in

der Analysis II in eine Integralgleichung verwenden kann. F�ur B ̸= 0 spielt der letzte
Term die Rolle eines Rauschens. Die zugeh�orige Integralgleichung ist dann

X(t) = X0 +

∫ t
0

b(X, s)ds+

∫ t
0

B(X, s))dW.

Das erste Integral kann man pfadweise verstehen. Die Interpretation des zweiten

Integrals ist Thema dieses Kapitels. Da die Pfade von W unbeschr�ankte Variation

besitzen, ist die Interpretation als Stieltjes-Integral nicht m�oglich.

4.1 Definition (Paley, Wiener und Zygmund (1933)). Sei g : [0, T ] → R stetig di�eren-

zierbar mit g(0) = g(T) = 0. Dann de�nieren wir∫ t
0

gdW = −

∫ t
0

g ′W dt.

Die Funktion g ist also deterministisch, aber das Integral ist eine Zufallsvariable.

4.2 Lemma. Unter den Voraussetzungen der De�nition gelten

E
(∫ T

0

gdW

)
= 0.

E

((∫ T
0

gdW

)2)
=

∫ T
0

g(t)2 dt.

4.3 Bemerkung. Das Lemma zeigt die Existenz einer Abbildung

Ψ : C1[0, T ] → L2(Ω,U , P), g 7→ ∫ T
0

gdW.
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4 Das Itô-Integral

Wenn wir den C1[0, T ] mit der L2-Norm versehen, dann ist diese Abbildung sogar

stetig, genauer

∥Ψ(g)∥2 ≤ ∥g∥2.

Sie setzt sich also fort zu einer stetigen Abbildung L2[0, T ] → L2(Ω,U , P).
Die De�nition von Paley, Wiener und Zygmund ist somit auf den L2[0, T ] fortgesetzt

worden.

4.4 Bezeichnung. Es sei Z die durch 0 = t0 < t1 < · · · < tm = T gegebene Zerlegung

von [0, T ].

(a) Die Feinheit dieser Zerlegung ist

|Z| = max
k=1,...,m

(tk − tk−1).

(b) F�ur 0 ≤ λ ≤ 1 ist die Riemannsumme zu
∫T
0
W dW de�niert als

R(Z, λ) =

m−1∑
k=0

W(τk)
(
W(tk+1) −W(tk))

)
,

wobei τk = (1− λ)tk + λtk+1.

4.5 Lemma (Quadratische Variation). Seien 0 ≤ a < b. F�ur n ∈ N sei durch a =

tn0 < tn1 < · · · < tnmn
= b eine Zerlegung Zn von [a, b] gegeben. (Das n ist also

ein Index, kein Exponent.) F�ur festes λ ∈ [0, 1] sei τnk = (1− λ)tnk + λt
n
k+1. Wenn

limn→∞|Zn| = 0, dann konvergiert

mn−1∑
k=0

(
W(τnk) −W(tnk)

)2
im L2(Ω,U , P) gegen λ(b− a).

4.6 Lemma. Sei 0 ≤ λ ≤ 1 und sei (Zn)n∈N eine Folge von Zerlegungen von [0, T ]

mit limn→∞|Zn| = 0. Dann

lim
n→∞R(Zn, λ) =

1

2
W(T)2 +

(
λ−

1

2

)
T

in L2(Ω,U , P).

Bemerkung. Das Itôsche Integral entspricht dem Fall λ = 0. Die Alternative λ = 1
2

f�uhrt zum Stratonovich-Integral.

4.7 Bezeichnung. (a) Wir bezeichnen die Geschichte des Wienerschen Prozesses bis

zur Zeit t mit W(t).
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(b) Die Zukunft des Wienerschen Prozesses ab der Zeit t ist die kleinste σ-Algebra,

f�ur die alle Zufallsvariablen W(s) −W(t), s ≥ t, messbar sind. Wir bezeichnen

sie mit W+(t).

4.8 Satz (Klenke [Kle20], Satz 2.26). Sei K eine Menge, seien Ik, k ∈ K, paarweise
disjunkte Indexmengen und sei I =

⋃
k∈K Ik. Durch (Xi)i∈I sei eine Familie un-

abh�angiger Zufallsvariablen gegeben. F�ur k ∈ K sei Uk die kleinste σ-Algebra,

bzgl. derer alle Xi mit i ∈ K messbar sind. Dann sind die σ-Algebren Uk, k ∈ K,
unabh�angig.

4.9 Bezeichnung. Seien A1 und A2 σ-Algebren. Die Produkt-σ-Algebra A1 ⊗ A2 ist

die kleinste σ-Algebra, die alle Produkte M1 ×M2 mit Mj ∈ Aj enth�alt.

4.10 Lemma. Seien 0 ≤ t < s.

(a) Dann sind W(s) −W(t) und W(t) unabh�angig.

(b) W(s) ist nicht W(t)-messbar.

4.11 Definition. Sei (F(t))t≥0 eine Filtration. Ein Rn-wertiger Prozess (X(t))t≥0 hei�t
F(t)-adaptiert, wenn f�ur jedes t ≥ 0 die Zufallsvariable X(t) messbar bzgl. F(t) ist.

4.12 Beispiel. Der durch X(t) = W( t
2
) gegebene Prozess ist W(t)-adaptiert, der

durch Y(t) =W(2t) gegebene nicht.

4.13 Bezeichnung. Sei p = 1 oder p = 2 und sei T > 0. Ein Rn-wertiger Prozess

X = (X(t))t≥0 liegt in Lp[0, T ], wenn

(a) X : [0,∞[×Ω→ Rn messbar bzgl. B([0,∞[)⊗ U ist,

(b) X W(t)-adaptiert ist,

(c) E
(∫ T

0

|X(t)|p dt
)
<∞.

Bemerkung. Einen solchen Prozess bezeichnet man als progressiv messbar. Das

wird im Buch von Klenke [Kle20] ausgef�uhrt.

4.14 Lemma. Lp[0, T ], p = 1, 2 ist ein R-Vektorraum.

4.15 Bezeichnung. Ein Prozess G ist elementar, wenn es eine Zerlegung Z =

(t0, t1, . . . , tm) von [0, T ] sowie Zufallsvariable Gk, k = 0, . . . ,m− 1, gibt. so dass

G(t) = gk f�ur tk ≤ t < tk+1.

F�ur einen elementaren Prozess G ∈ L2[0, T ] de�nieren wir das Itô-Integral durch∫ T
0

GdW =

m−1∑
k=0

Gk(W(tk+1) −W(tk))). (4.1)
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4 Das Itô-Integral

4.16 Bemerkung. (a) Weil der Prozess adaptiert ist, ist Gk messbar bzgl. W(tk).

(b)
m−1∑
k=1

W(tk)χ[tk,tk+1] ∈ L2[0, T ]

aber
m−1∑
k=1

W

(
1

2
(tk + tk+1)

)
χ[tk,tk+1] /∈ L2[0, T ].

4.17 Lemma. Seien a, b ∈ R und seien G,H ∈ L2[0, T ] elementare Prozesse. Dann

gelten∫ T
0

(aG+ bH)dW = a

∫ T
0

GdW + b

∫ T
0

bdW,

E
(∫ T

0

GdW

)
= 0,

E

((∫ T
0

GdW

)2)
= E

(∫ T
0

G2 dt

)
(Itô-Isomorphie f�ur elementare Prozesse).

4.18 Lemma ([�ks03], § 3.1). Sei X ∈ L2[0, T ]. Dann existiert eine Folge (Xn)n∈N
beschr�ankter, elementarer stochastischer Prozesse in L2[0, T ], die in dem Sinn

gegen X konvergiert, dass

lim
n→∞E

(∫ T
0

|X− Xn|2 dt
)

= 0.

\Beschr�ankt" bedeutet in diesem Zusammenhang, dass es zu jedem n ein C

gibt, so dass |Xn| ≤ C f. s.

Sei S2[0, T ] der Unterraum der elementaren Prozesse in L2[0, T ]. Wegen Lemma 4.17

kann die Abbildung

S2[0, T ] → L2(Ω,U , P), X 7→ ∫ T
0

XdW,

zu einer Abbildung L2[0, T ] → L2(Ω,U , P) fortgesetzt werden.

4.19 Definition. Diese Fortsetzung ist das Itô-Integral.

Analog de�niert man
∫S
R
XdW f�ur 0 ≤ R ≤ S.

Wenn die Integrationsvariable benannt werden muss, schreibt man auch∫ T
0

X(t)dW(t).
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4.20 Theorem (Itô-Isomorphie). F�ur X ∈ L2[0, T ] gilt

E

((∫ T
0

XdW

)2)
= E

(∫ T
0

X2 dt

)
.

4.21 Korollar. Wenn X,X1, X2, · · · ∈ L2[0, T ] und

E
(∫ T

0

(Xn − X)
2 dt

)→ 0,

dann ∫ T
0

Xn dW → ∫ T
0

XdW.

4.22 Beispiel. ∫ T
0

W dW =
1

2
W(T)2 −

T

2
.

4.23 Satz. Seien X, Y ∈ L2[0, T ] und 0 ≤ S < U < T .

(a)

∫ T
S

XdW =

∫U
S

XdW +

∫ T
U

XdW.

(b)

∫ T
S

(cX+ Y)dW = c

∫ T
S

XdW +

∫ T
S

Y dW.

(c) E
(∫T

S
XdW

)
= 0.

(d)
∫T
S
XdW ist messbar bzgl. W(T).

4.24 Definition. Sei (Ω,U , P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum und sei (V(t))t≥0
eine Filtration.

Ein Prozess (X(t))t≥0 ist ein Martingal bzgl. (V(t))t≥0, wenn die folgenden Bedin-

gungen gelten:

(a) F�ur jedes t ist X(t) messbar bzgl. V(t).

(b) F�ur jedes t gilt E(|X(t)|) <∞.

(c) E(X(s)|V(t)) = X(t) falls s ≥ t.

Wenn die Filtration nicht genannt wird, dann ist die Geschichte des Prozesses

gemeint.

4.25 Satz. Der Wienersche Prozess ist ein Martingal.
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4 Das Itô-Integral

4.26 Theorem (Doobsche Ungleichung f�ur Martingale). Sei (X(t))t≥0 ein Martingal

bzgl. einer Filtration (V(t))t≥0, dessen Pfade fast sicher stetig sind, dann gilt

f�ur p ≥ 1, T ≥ 0 und λ > 0

P

(
sup
0≤t≤T

|X(t)| ≥ λ
)

≤ 1

λp
E(|X(T)|p) .

4.27 Lemma. Sei X ∈ L2[0, T ] elementar. Dann ist
(∫t

0
XdW

)
0≤t≤T

ein Martingal

bzgl. W(t).

4.28 Theorem. Sei X ∈ L2[0, T ]. Dann besitzt der Prozess
(∫t

0
XdW

)
0≤t≤T

eine

Version mit stetigen Pfaden.

4.29 Korollar. Sei X f�ur jedes T in L2[0, T ]. Dann ist der durch M(t) =
∫t
0
XdW

gegebene Prozess ein Martingal bzgl. (W(t))t≥0 und es gilt f�ur jedes λ > 0

P

(
sup
0≤t≤T

|M(t)| ≥ λ
)

≤ 1

λ2
E
(∫ T

0

X(t)2 dt

)
.

In �ksendal [�ks03] und Friedman [Fri06] werden die Klassen Lp[0, T ] verallgemei-

nert. Die Forderungen an X werden abgeschw�acht. Die Eigenschaft (b) der Bezeich-

nung 4.13 wird verallgemeinert zu

(b) Es gibt eine Filtration (H(t))t≥0 derart, dass

(i) W(t) ist ein Martingal bzgl. H(t).

(ii) X(t) ist H(t)-adaptiert.

Evans [Eva13] und Friedman [Fri06] regeln diesen Punkt �uber die Unabh�angigkeit

von der Zukunft.

Die Bedingung (c) aus 4.13 wird abgeschw�acht zu

(c)

∫ T
0

f(s)2 ds <∞ fast sicher.

4.30 Definition. Wir bezeichnen mitWH[S, T ] die Klasse der eindimensionalen Prozesse

X = X(t)S≤t≤T mit den Eigenschaften (a) aus 4.13 und (b) und (c) von oben. Ferner

schreiben wir WH f�ur
⋂
t≥0WH[0, T ]. Wenn H(t) = W(t), dann lassen wir den Index

weg.

4.31 Bemerkung. SeiW ein n-dimensionaler Wienerscher Prozess und seiW(t) seine

Geschichte. F�ur 1 ≤ k ≤ n bezeichnen wir mitWk die k-te Komponente vonW. Dann

zeigt der Beweis von Satz 4.25, dass Wk ∈ WW .

4.32 Definition. Eine Folge (Xn)n∈N von Zufallsvariablen konvergiert im Ma�e gegen

eine Zufallsvariable X, wenn f�ur jedes ϵ > 0

lim
n→∞P(|Xn − X| > ϵ) = 0.
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4.33 Theorem ([�ks03], § 3.3, [Fri06], Abschnitt 4). F�ur X ∈ WH existiert eine Folge

(Xn)n∈N von elementaren Prozessen in WH, so dass∫ t
0

|Xn(s) − X(s)|2 ds→ 0 im Ma�e.

F�ur Xn kann dann
∫t
0
Xn dW wie zuvor konstruiert werden. Die Folge

∫t
0
Xn dW

konvergiert im Ma�e gegen eine Zufallsvariable, die man als Itô-Integral
∫t
0
XdW

schreibt. Dieser Grenzwert ist unabh�angig von der Wahl der Folge.

Auch das erweiterte Itô-Integral besitzt eine Version mit stetigen Pfaden.

Bemerkung. F�ur X ∈ WH braucht das Itô-Integral kein Martingal zu sein.
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5 Die Itô-Formel

5.1 Definition. SeiW ein eindimensionaler Wienerscher Prozess. Ein eindimensionaler

Itô-Prozess ist ein stochastischer Prozess X der Form

X(t) = X(0) +

∫ t
0

F(s)ds+

∫ t
0

G(s)dW

mit G ∈ WH, so dass

P

({
ω

∣∣∣∣ ∀t : ∫ t
0

G(s,ω)2 ds <∞})
= 1, (5.1)

und H(t)-adaptiertem F, so dass

P

({
ω

∣∣∣∣ ∀t : ∫ t
0

|F(s,ω)|ds <∞})
= 1. (5.2)

In diesem Fall schreiben wir

dX = Fdt+GdW.

5.2 Bemerkung. Die Bedingungen (5.1) und (5.2) sind erf�ullt, falls F und G fast

sicher stetige Pfade besitzen.

5.3 Lemma.

d(W2) = 2W dW + dt,

d(tW) =W dt+ tdW.

5.4 Theorem (Itôsche Produktregel). Seien X1 und X2 Itô-Prozesse mit

dX1 = F1 dt+G1 dW,

dX2 = F2 dt+G2 dW,

wobei Fj und Gj wie in De�nition 5.1. Dann gilt

d(X1X2) = X2 dX1 + X1 dX2 +G1G2 dt.

5.5 Bemerkung. (a) Was tats�achlich gezeigt werden muss, ist∫ r
s

X2 dX1 = X1(r)X2(r) − X1(s)X2(s) −

∫ r
s

X1 dX2 −

∫ r
s

G1G2 dt. (5.3)

Das ist die partielle Integration f�ur das Itô-Integral.
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(b) Dazu muss man zuerst die Existenz dieser drei Integrale zeigen. Dazu seien ohne

Einschr�ankung s = 0 und X1(0) = X2(0) = 0. Wenn I2(t) =
∫t
0
G2(s)dW(s),

dann∫ r
0

X2 dX1 =

∫ r
0

∫ t
0

F2(s)dsF1(t)dt+

∫ r
0

I2(t)F1(t)dt

+

∫ r
0

∫ t
0

F2(s)dsG1(t)dW +

∫ r
0

G1(t)I2(t)dW(t).

Aus den Voraussetzungen folgt, dass X1 und X2 fast sicher stetige Pfade haben.

Also existieren die Integrale bzgl. dt und die Integranden erf�ullen (5.2). Setzen wir

nun G(t) = G1(t)
∫t
0
F2(s)ds, so m�ussen wir G ∈ WH zeigen. Die Messbarkeitseigen-

schaften bekommt man aus der Approximation. Noch zu zeigen ist∫ r
0

G(t)2 ds <∞ fast sicher.

Weil
∫t
0
|F2(s)|ds < ∞ fast sicher, folgt das aus der entsprechenden Eigenschaft

von G1.

Jetzt setzen wir noch G̃(t) = G1(t)I2(t). Dann
∫r
0
G̃(t)2 < ∞ fast sicher, weil I2

stetige Pfade hat. Nach [Fri06], § 4.3, ist I2 adaptiert an W(t). Daher ist G adaptiert

an H(t).

Beweis. Schritt 1: Wir zeigen (5.3), aber nur f�ur s = 0 und X1(0) = X2(0) = 0,

um weniger schreiben zu m�ussen. Im ersten Schritt sind Fj und Gj au�erdem zeitun-

abh�angig. Das bedeutet

Xi(t) = Fit+GiW(t).

Es gilt∫ r
0

(X2 dX1 + X1 dX2 +G1G2) dt

=

∫ r
0

(X1F2 + X2F1) dt+

∫ r
0

(X1G2 + X2G1) dW +

∫ r
0

G1G2 dt

=

∫ r
0

((F1t+G1W) F2 + (F2t+G2W) F1) dt

+

∫ r
0

((F1t+G1W)G2 + (F2t+G2W)G1) dW +G1G2r

= F1F2r
2 + (G1F2 +G2F1)

(∫ r
0

W dt+

∫ r
0

tdW

)
+ 2G1G2

∫ r
0

W dW +G1G2r.

Wegen des Lemmas k�onnen wie die Klammer ersetzen durch rW(r) und das andere

Integral durch 1
2

(
W2(r) − r

)
. Damit erhalten wir∫ r

0

(X2 dX1 + X1 dX2 +G1G2) dt = F1F2r
2 + (G1F2 +G2F1)rW(r) +G1G2W

2(r)

= X1(r)X2(r).
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5 Die Itô-Formel

Damit ist (5.3) f�ur diesen Spezialfall gezeigt.

Schritt 2: Wenn Fj und Gj elementare Prozesse sind, dann f�uhren wir den ersten

Schritt auf denjenigen Intervallen aus, auf denen alle Prozesse zeitunabh�angig sind.

Die erhaltene Summe enth�alt eine Teleskopsumme.

Schritt 3: Wir approximieren Fj und Gj durch elementare Prozesse und gehen zum

Grenzwert �uber.

5.6 Bemerkung. Sei g ∈ C10[0, T ]. Wenn wir setzen X1 = g und X2 = W, dann

dX1 = g ′ dt und dX2 = dW. Dann zeigt Theorem 5.4, dass f�ur X1 das Itô-Integral

mit dem Paley-Wiener-Zygmund Integral �ubereinstimmt.

5.7 Lemma. Sei dX = Fdt + GdW mit F und G wie in De�nition 5.1. Dann gilt

f�ur m ∈ N \ {1}

d(Xm) = mXm−1 +
m(m− 1)

2
Xm−2G2 dt.

Beweis durch vollst�andige Induktion als �Ubung.

5.8 Bezeichnung. Wir bezeichnen partielle Ableitungen duch Indices, also

ut =
∂u

∂t
, uxx =

∂2u

∂u2
usw.

5.9 Theorem (Itôsche Kettenregel, Formel von Itô). Sei dX = Fdt + GdW mit F

und G wie in De�nition 5.1. Ferner sei u ∈ C1(R× [0, T ]) und die Ableitung uxx
existiere ebenfalls und sei stetig. Dann besitzt

Y = u(X(t), t)

das stochastische Di�erential

dY = ut dt+ ux dX+
1

2
uxxG

2 dt.

5.10 Bemerkung. Das bedeutet f�ur 0 ≤ s ≤ r ≤ T

Y(r) − Y(s) =

∫ r
s

(
ut(X(t), t) + ux(X(t), t)F(t) +

1

2
uxx(X(t), t)G

2(t)

)
dt

+

∫ r
s

ux(X(t), t)G(t)dW.

5.11 Beispiel. Wir setzen X = W. Dann dX = dW und daher F = 0 und G = 1.

Wir wenden die Itô-Formel an auf u(x, t) = x2 und erhalten

W2(T) =

∫ T
0

dt+

∫ T
0

2W dW,

also die Formel, die wir bereits durch die Riemannsumme erhalten haben.

F�ur ein beliebiges stochastisches Di�erential dX und u(x, t) = xm,m ≥ 2, erhalten
wir das Ergebnis, welches wir in Lemma 5.7 aus der Produktformel hergeleitet hatten.

Dieses Ergebnis wird allerdings beim Beweis der Itô-Formel verwendet.
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5.12 Beispiel. Sei X = W, also F ≡ 0 und G ≡ 1, und sei u(x, t) = exp
(
λx− λ2t

2

)
.

Wir setzen

Y(t) = exp

(
λW(t) −

λ2t

2

)
.

Dann

dY =

(
−
λ2

2
Y(t) +

λ2

2
Y(t)

)
dt+ λY(t)dW = λY(t)dW.

Wir k�onnen das auch anders berechnen, n�amlich

X(t) = −
λ2t

2
+ λW, u(x, t) = ex,

also

F(t) = −
λ2

2
, G(t) = λ.

Dann

dY = eX dX+
1

2
eXλ2 dt

= exp

(
−
λ2t

2
+ λW(t)

)
(dt+ λdW) +

λ2

2
exp

(
−
λ2t

2
+ λW(t)

)
dt

= λY(t)dW.

5.13 Lemma. F�ur u wie in Theorem 5.9 und T > 0 gibt es eine Folge (un)n∈N von

Polynomen in x und t, so dass

un → u, unt → ut, u
n
x → ux und u

n
xx → uxx

gleichm�a�ig auf den kompakten Teilmengen von R× [0, T ].

5.14 Definition. Die Hermite-Polynome sind de�niert durch

hn(x, t) =
(−t)n

n!
e

x2

2t
dn

dxn
e−

x2

2t , n ∈ N0.

5.15 Bemerkung. In der Einf�uhrung in die Funktionalanalysis werden ebenfalls

Hermite-Polynome erkl�art, dann aber als Spezialfall t = 1
2
und mit anderen Fak-

toren.

F�ur festes t bilden die Hermite-Polynome hn(·, t) eine Orthonormalbasis in einem

geeignet gewichteten L2(R).

5.16 Theorem. F�ur n ∈ N0 gilt

dhn+1(W(t), t) = hn(W(t), t)dW.
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5 Die Itô-Formel

5.17 Bezeichnung. Wenn wir setzen

dt dt = 0,

dt dW = 0,

dW dW = dt,

dann haben Produkt- und Kettenregel im eindimensionalen Fall jeweils die folgende

Form

d(u(X, t)) = ut dt+ ux dX+
1

2
uxx dX dX,

d(X1X2) = X1 dX2 + X2 dX1 + dX1 dX2.

5.18 Bezeichnung. Im mehrdimensionalen Fall sei W(t) = (W1(t), . . . ,Wm(t)) ein m-

dimensionaler Wienerscher Prozess. Wenn Fi, i = 1, . . . , n, und Gij, i = 1, . . . , n,

j = 1, . . . ,m, die Voraussetzungen aus 5.1 erf�ullen, dann setzen wir

dX1 = F1 dt+G11 dW1 + · · ·+G1m dWm,

...

dXn = Fn dt+Gn1 dW1 + · · ·+Gnm dWm,

und k�urzen das ab als

dX = Fdt+GdW.

In diesem Fall ist X ein n-dimensionaler Itô-Prozess.

5.19 Theorem (Itô-Formel). Sei X ein n-dimensionaler Itô-Prozess und sei u : [0,∞[×
Rn → Rp von der Klasse C2. Dann ist der Prozess Y(t) = u(X(t), t) wieder ein

Itô-Prozess und es gilt f�ur k = 1, . . . , p

dYk = ukt dt+
n∑
i=1

ukxi dX
i +

1

2

n∑
i,j=1

ukxixj dX
i dXj,

wobei das Produkt formal de�niert ist als

dt dt = 0,

dt dWi = 0,

dWi dWj = δij dt.

(5.4)

Wir beweisen nur den folgenden Spezialfall.

5.20 Beispiel. Seien W1 und W2 unabh�angige Wienersche Prozesse. Dann

d(W1W2) =W1 dW2 +W2 dW1.
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5.21 Beispiel. Sei n ≥ 2 und sei W ein n-dimensionaler Wienerscher Prozess und

sei

R(t) = |W(t)|.

Wir wenden die Itô-Formel an, obwohl die Funktion u(x) = |x| im Ursprung nicht

di�erenzierbar ist. In Exercise 9.7 von [�ks03] wird gezeigt, dassW f. s. den Ursprung

kein zweites Mal tri�t. Man kann sich �uberlegen, dass daher die Anwendung der Itô-

Formel gerechtfertigt ist.

Dann ist F gleich 0 und G ist die Einheitsmatrix. Ferner ist u : Rn × [0,∞[ → R
gegeben durch u(x, t) =

√
(x1)2 + · · ·+ (xn)2. Dann

ut = 0, uxj =
xj

|x|
, uxixj =

δij|x|2 − xixj
|x|3

.

Die Itô-Formel ergibt nun

dR =

n∑
i=1

Wi

R
dWi +

n− 1

2R
dt.

Diesen Prozess bezeichnet man als n-dimensionalen Bessel-Prozess.
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6 Stochastische Differentialgleichungen

6.1 Beispiel. F�ur α, r ∈ R betrachten wir die Di�erentialgleichung eines stochasti-

schen Wachstums- bzw. Abklingprozesses

dN(t) = N(t)(rdt+ αdW). (6.1)

Wir schreiben das formal um zu

dN(t)

N(t)
= rdt+ αdW.

Wenn N(t) deterministisch w�are, dann w�are die linke Seite gleich d(lnN(t)). Wir

wendend daher die Itô-Formel auf diesen Ausdruck an, in der Ho�nung, den Korrek-

turterm sp�ater verrechnen zu k�onnen. Wir setzen also u(x, t) = ln x und haben dann

ut = 0. ux =
1
x
und uxx =

−1
x2
. Daher

d(lnN(t)) =
1

N(t)
dN−

1

2N2(t)
α2N2(t)dt.

Also
dN(t)

N
= d(lnN(t)) +

α2

2
dt.

Das setzen wir in die Di�erentialgleichung ein und erhalten

d(lnN(t)) =

(
r−

α2

2

)
dt+ αdW.

Das integrieren wir jetzt und erhalten

ln
N(t)

N(0)
=

(
r−

α2

2

)
t+ αW(t)

und damit schlie�lich

N(t) = N(0)e

(
r−α2

2

)
t+αW(t)

6.2 Definition. Ein Prozess der Form

X(t) = X(0)eµt+αW(t) (6.2)

mit Konstanten µ und α ist eine geometrische Brownsche Bewegung.
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Abbildung 6.1: Pfade der geometrischen Brownschen Bewegung aus Beispiel 6.7

6.3 Satz. Sei N(t) wie in Beispiel 6.1. Ferner sei N(0) unabh�angig von (W(t))t≥0
und E(|N(0)|) sei endlich. Dann

E(N(t)) = E(N(0)) ert.

Bemerkung. Wenn man das Stratonovich-Integral benutzt, dann erh�alt man f�ur den

Erwartungswert den Wert e(r+
1
2
α2)t.

6.4 Korollar. Der Erwartungswert der L�osung der stochastischen Di�erentialglei-

chung (6.1) w�achst unbeschr�ankt, falls r > 0, und f�allt gegen 0, falls r < 0.

Man kann aber auch Aussagen �uber die Pfade machen, wenn man das folgende

Resultat verwendet:

6.5 Theorem (Gesetz des iterierten Logarithmus, [Kle20], Satz 22.1).

lim sup
t→∞

W(t)√
2t ln ln t

= 1 f. s.

6.6 Satz. Sei N(t) eine L�osung von (6.1) mit N(0) > 0 f. s.

(a) Falls 2r > α2, dann limt→∞N(t) = ∞ f. s.

(b) Falls 2r < α2, dann limt→∞N(t) = 0 f. s.

(c) Falls 2r = α2, dann lim supt→∞N(t) = ∞ f. s. und lim inft→∞N(t) = 0 f. s.

6.7 Beispiel. Im Fall 0 < r < 1
2
α2 haben wir also einen wachsenden, unbeschr�ankten

Erwartungswert, w�ahrend die Pfade fast sicher gegen 0 konvergieren.

Abbildung 6.1 zeigt einen solchen Prozesse mit r = 1
4
und α = 1.
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6 Stochastische Di�erentialgleichungen

6.8 Beispiel (Harmonischer Oszillator). F�ur µ ≥ 0 und ω0 > 0 ist

y ′′ + 2µy ′ +ω2
0y = F

die Di�erentialgleichung des ged�ampften harmonischen Oszillators (bzw. des un-

ged�ampften, wenn µ = 0). Wir gehen von einer verrauschten Zwangskraft der Form

F(t) = G(t) + αW(t)

aus, wobei α eine Konstante und G eine deterministische Funktion ist. Wir f�uhren

einen zweidimensionalen Prozess X =
(
X0
X1

)
ein und schreiben die Di�erentialgleichung

als System

X ′
0 = X1

X ′
1 = −ω2

0X0 − 2µX1 +G+ αW.

In Matrixschreibweise

dX = AXdt+Hdt+ KdW,

wobei

A =

(
0 1

−ω2
0 −2µ

)
, H =

(
0

G

)
K =

(
0

α

)
,

undW weiterhin ein eindimensionaler Prozess ist. Diese Gleichung multiplizieren wir

mit dem Matrixexponential e−At und erhalten

exp(−At)dX− exp(−At)AXdt = exp(−At)Hdt+ exp(−At)KdW.

Wir wollen nun exp(−At)X als Itô-Prozess schreiben. Dazu verwenden wir u : R2 ×
[0,∞[ → R2, u(x, t) = exp(−At)x. Diese Abbildung ist linear in x, f�uhrt also nicht

zu einem Korrekturterm in der Itô-Formel. Daher

d(exp(−At)X) = −A exp(−At)Xdt+ exp(−At)dX

und schlie�lich

exp(−At)X(t) − X(0) =

∫ t
0

exp(−As)H(s)ds+

∫ t
0

exp(−As)K(s)dW(s). (6.3)

Das zweite Integral wollen wir partiell integrieren. Dazu setzen wir exp(−As) =(
a(s) b(s)
c(s) f(s)

)
. Dann∫ t

0

exp(−As)KdW =

∫ t
0

(
a b

c f

)(
0

α

)
dW

=

∫ t
0

α

(
b

f

)
dW

= α

(
b(t)

f(t)

)
W(t) −

∫ t
0

α

(
b ′(s)

f ′(s)

)
W ds.
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Aus der Di�erentialgleichung des Matrixexponentials bekommen wir(
b ′(s)

f ′(s)

)
=

d

dt
exp(−As)K = − exp(−As)AK.

Das setzen wir oben ein und erhalten∫ t
0

exp(−As)KdW = exp(−At)KW(t) +

∫ t
0

exp(−As)AKW ds.

Schlie�lich setzen wir diese Formel in (6.3) ein und multiplizieren mit exp(At)

X(t) = exp(At)

(
X(0) + exp(−At)KW(t) +

∫ t
0

exp(−As) (H(s) +AKW(s)) ds

)
.

Man beachte, dass man dieses Beispiel auch ohne das Itô-Integral direkt auf den

Pfaden h�atte rechnen k�onnen.

In Beispiel 6.1 musste man noch folgendes wissen:

6.9 Lemma. F�ur µ, α ∈ R sei X(t) = µt+ αW(t). Dann eX(t) ∈ L2[0, T ] f�ur jedes T .

6.10 Beispiel. F�ur einen eindimensionalen Wienerschen Prozess W(t) setzen wir

Y(t) = (cos(W(t)), sin(W(t))).

Wir zeigen zun�achst, dass W ein Itô-Prozess im Sinne von 5.18 ist. Es gilt n�amlich

d(cos(W(t))) = − sin(W(t))dW −
1

2
cos(W(t))dt,

d(sin(W(t))) = cos(W(t))dW −
1

2
sin(W(t))dt.

Das bedeutet

dY1 = −
1

2
Y1 dt− Y2 dW,

dY2 = −
1

2
Y2 dt+ Y1 dW,

oder in Matrixnotation

dY = −
1

2
Y dt+ KY dW mit K =

(
0 −1
1 0

)
.

Y ist die Brownsche Bewegung auf dem Kreisrand.

6.11 Beispiel. F�ur eine stetige Funktion g sei die folgende Di�erentialgleichung ge-

geben

dX = gXdW

X(0) = 1.
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6 Stochastische Di�erentialgleichungen

Wir gehen vor wie in Beispiel 6.1 und bestimmen zuerst

d(lnX) =
1

X
dX−

g2

2
dt = gdW −

g2

2
dt.

Das f�uhrt wegen X(0) = 1 dann zu

lnX(t) =

∫ 1
0

g(s)dW −
1

2
g2(s)ds

und

X(t) = exp

(∫ t
0

g(s)dW −
1

2

∫ t
0

g2(s)ds

)
.

6.12 Bezeichnung. Wenn man eine stochastischen Di�erentialgleichung dX = f(X)dt+

g(X)dW formal durch dt teilt, dann erh�alt man eine Formel der Form

dX

dt
= f(X) + g(X)

dW

dt
,

bzw., wenn man die Zeitableitung mit dem Punkt schreibt

_X = f(X) + g(X) _W.

In [�ks03] wird am Anfang von § 3.1 auf einige Arbeiten verwiesen, in denen die

Ableitung _W im Distributionssinn pr�azisiert wird.

Die | bei uns nur formale | Gr�o�e _W bezeichnet man als wei�es Rauschen.

6.13 Beispiel (Langevinsche Gleichung). Seien b > 0 und σ ∈ R und sei ξ das wei�e

Rauschen. Die eindimensionale Gleichung

_X = −bX+ σξ

ist die Gleichung von Langevin. Als stochastische Di�erentialgleichung geschrieben,

lautet sie

dX = −bXdt+ σdW.

Die Interpretation ist, dass X die Geschwindigkeit eines Teilchens ist und σξ die

\uktuierende Kraft" modelliert.

Man geht �ahnlich vor wie beim harmonischen Oszillator und teilt durch die L�osung

der zugeh�origen deterministischen Gleichung, betrachtet also

d
(
ebtX

)
= bebtXdt+ ebt dX = bebtXdt− bebtXdt+ σebt dW = σebt dW.

Die L�osung der Langevinschen Di�erentialgleichung ist also

X(t) = X(0)e−bt + σ

∫ t
0

e(s−t)b dW.
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6.14 Satz. Sei X(0) unabh�angig von W(t) und X(0) besitze zweite Momente. Dann

gelten f�ur die L�osung X(t) der Langevinschen Di�erentialgleichung

E(X(t)) = e−btE(X(0)),

E(X2(t)) = e−2btE(X2(0)) +
σ2

2b

(
1− e−2bt

)
.

6.15 Bemerkung. F�ur die Varianz bedeutet dies

Var(X(t)) = E(X2(t)) − E(X(t))2 = e−2btVar(X(0)) +
σ2

2b

(
1− e−2bt

)
.

Der Prozess kommt also nicht zur Ruhe.

6.16 Beispiel (Ornstein-Uhlenbeck Prozess). Der Ornstein-Uhlenbeck modelliert die

Bewegung eines Teilchens, dessen Geschwindigkeit durch die Langevinsche Di�eren-

tialgleichung beschrieben wird. Die Gleichung lautet

�Y = −b _Y + σξ,

Y(0) = Y0,

_Y(0) = Y1.

Y0 und Y1 sind dabei unabh�angig von W(t) und normalverteilt. F�ur X = _Y gilt dann

nach dem vorstehenden Beispiel

X(t) = e−btY1 + σ

∫ t
0

eb(s−t) dW.

Daraus

Y(t) = Y0 +

∫ t
0

X(s)ds.

und

E(Y(t)) = E(Y0) +
∫ t
0

E(X(s))ds = E(y0) +
∫ t
0

e−bsE(Y1)ds = E(Y0) +
1− e−bt

b
E(Y1).

In Example 6 von § 5.1 gibt Evans [Eva13] auch die Varianz an.
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7 Existenz- und Eindeutigkeitssätze

7.1 Beispiel. Sei b ∈ C1(R) eine Funktion mit beschr�ankter Ableitung und sei x0 ∈
R. Dann besitzt die stochastische Di�erentialgleichung

dX = b(X)dt+ dW,

X(0) = x0

eine L�osung.

7.2 Lemma. Sei X0 eine von der Geschichte (W(t))t≥0 des Wienerschen Prozesses

unabh�angige Zufallsvariable. F�ur jedes t sei H(t) die kleinste σ-Algebra, die

W(t) und U(X0) umfasst. Dann ist (H(t))t≥0 eine Filtration, bzgl. derer der

Wienersche Prozess ein Martingal ist.

Wir ben�otigen diese Beobachtung, um im folgenden die Itô-Integrale �uberhaupt

bilden zu k�onnen. In Friedman [Fri06] wird gezeigt, dass unter der Voraussetzung

der Quadratintegrierbarkeit die Itô-Isomorphie weiterhin besteht.

7.3 Theorem (Existenz- und Eindeutigkeitssatz). Sei W ein m-dimensionaler Wie-

nerscher Prozess und seien b : Rn × [0, T ] → Rn und B : Rn × [0, T ] → Rm×n stetig

mit:

(a) F�ur 0 ≤ t ≤ T und x, y ∈ Rn

|b(x, t) − b(y, t)| ≤ L|x− y|
|B(x, t) − B(y, t)| ≤ L|x− y|.

(b) F�ur 0 ≤ t ≤ T und x ∈ Rn

|b(x, t)| ≤ L(1+ |x|),
|B(x, t)| ≤ L(1+ |x|).

Ferner sei X0 eine Rn-wertige Zufallsvariable mit zweiten Momenten, welche

unabh�angig von der Geschichte W(t) des Wienerschen Prozesses ist.

Dann existiert eine eindeutige L�osung X der stochastischen Di�erentialglei-

chung
dX = b(X, t)dt+ B(X, t)dW

X(0) = X0.
(7.1)

38



Diese L�osung ist adaptiert an die Filtration, die durch X0 und (W(t))t≥0 erzeugt

wird, und erf�ullt

E
(∫ T

0

|X(t)|2 dt
)
<∞.

Eindeutig bedeutet dabei folgendes: Wenn X und Y die stochastische Di�erential-

gleichung l�osen, dann

P({ω | X(t,ω) = Y(t,ω) f�ur 0 ≤ t ≤ T }) = 1.

Wir beweisen zuerst die Existenz ausgehend von derselben Idee wie zuvor:

Das Lemma von Gronwall wird in der Analysis II gezeigt. Es gibt verschiedene

Versionen, hier ist die aus [Eva13].

7.4 Theorem (Lemma von Gronwall). Sei φ und f stetige, nicht-negative Funktionen

auf [0, T ] und sei C0 ≥ 0 konstant. Falls

φ(t) ≤ C0 +
∫ t
0

f(s)φ(s)ds, 0 ≤ t ≤ T,

dann

φ(t) ≤ C0 exp
(∫ t

0

f(s)ds

)
.

7.5 Satz. Seien b und B wie in Theorem 7.3 und seien X und Y L�osungen

von (7.1), allerdings mit Y(0) = Y0. Dann existiert C ≥ 0, so dass

E(|X(t) − Y(t)|2) ≤ 9E(|X0 − Y0|2)eCt. (7.2)

7.6 Theorem ([Eva13], § 5.3, [Fri06], Theorem 2.3 in § 5). Seien b, B und X0 wie im

Existenz- und Eindeutigkeitssatz 7.3 und sei p ∈ N \ {1}. Falls E(|X0|2p) < ∞,

dann gibt es Konstanten C1 und C2, die nur von T , L, m, n und p abh�angen,

so dass f�ur die L�osung X(t) von (7.1) gilt

E(|X(t)|2p) ≤ C2(1+ E(|X0|2p))eC1t,

E(|X(t) − X0|2p) ≤ C2(1+ E(|X0|2p))tpeC1t.

7.7 Theorem (Stetigkeitssatz von Kolmogoro� [Eva13] 3.4.1, Beweis in Appendix D).

Sei (X(t))t≥0 ein stochastischer Prozess mit fast sicher stetigen Pfaden, so dass

es Konstanten α,β,C > 0 gibt, so dass f�ur alle s, t ≥ 0

E(|X(t) − X(s)|β) ≤ C|t− s|1+α.

Sei ferner 0 < γ < α
β
. Dann gibt es f�ur jedes T > 0 und fast jeden Pfad ω ein K,

so dass

|X(t,ω) − X(s,ω| ≤ K|t− s|γ, 0 ≤ s, t ≤ T.
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7 Existenz- und Eindeutigkeitss�atze

7.8 Korollar. Unter den Voraussetzungen von Theorem 7.6 sind die Pfade von X

fast sicher H�older-stetig zu allen Exponenten γ < p−1
2p
.

Analog kann man die H�older-Stetigkeit der Pfade des Wienerschen Prozesses zei-

gen, wenn man ihn auf eine andere Weise als in Abschnitt 3 konstruiert hat.

7.9 Theorem (Parameterabh�angigkeit, [Eva13], § 5.3, [Fri06], Theorem 5.2 in §5). F�ur

k ∈ N seien bk, Bk und Xk0 gegeben, die jeweils die Voraussetzungen von Theo-

rem 7.3 erf�ullen, und zwar alle mit demselben L. Ferner sollen gelten

lim
k→∞E

(
|Xk0 − X0|2

)
= 0

und f�ur jedes M > 0

lim
k→∞ sup

0≤t≤T
|x|≤M

(
|bk(x, t) − b(x, t)|+ |Bk(x, t) − B(x, t)|

)
= 0.

Schlie�lich gelte

dXk = bk(Xk, t)dt+ Bk(Xk, t)dW,

Xk(0) = Xk0.

Dann gilt

lim
k→∞E

(
sup
0≤t≤T

|Xk(t) − X(t)|2
)

= 0;

dabei ist X die L�osung von

dX = b(X, t)dt+ B(X, t)dW,

X(0) = X0.

7.10 Beispiel. F�ur x0 ∈ R, b wie in Theorem 7.3 und k ∈ N sei Xk die L�osung von

dXk = b(Xk, t)dt+
1

k
dW,

Xk(0) = x0.

Dann gibt es eine Teilfolge (Xkj)j∈N, so dass f�ur jedes T > 0 die Pfade Xkj(·,ω) fast

sicher gleichm�a�ig gegen die L�osung der gew�ohnlichen Di�erentialgleichung

_x = b(x),

x(0) = x0

konvergieren.

Wenn man auf die globale Lipschitz-Stetigkeit verzichtet, sieht vieles ganz anders

aus, wie die beiden folgenden Ergebnisse von Scheutzow zeigen:
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7.11 Beispiel (Scheutzow [Sch93], Example 1). Es gibt eine C∞-Funktion b : R2 →
R2, so dass f�ur jede Anfangsbedingung x0 ∈ R die L�osung der gew�ohnlichen Di�eren-

tialgleichung

_x = b(x), x(0) = x0,

in endlicher Zeit explodiert, w�ahrend f�ur jedes ϵ > 0 die L�osung der stochastischen

Di�erentialgleichung

dX = b(X(t)) + ϵdW, X(0) = x0,

fast sicher f�ur alle t ≥ 0 erkl�art ist.

7.12 Beispiel (Scheutzow [Sch93], Example 2). Es gibt eine C∞-Funktion b : R2 →
R2, so dass f�ur jedes ϵ > 0 und jede Anfangsbedingung x0 ∈ R die L�osung der

stochastischen Di�erentialgleichung

dX = b(X(t)) + ϵdW, X(0) = x0,

fast sicher in endlicher Zeit explodiert, w�ahrend die L�osung der gew�ohnlichen Di�e-

rentialgleichung

_x = b(x), x(0) = 0,

f�ur alle t ≥ 0 erkl�art ist.

7.13 Theorem. Seien c : [0, T ] → Rn und D,E : [0, T ] → Rn×m stetig und sei X0 eine

von W unabh�angige Zufallsvariable. Dann besitzt die stochastische Di�erenti-

algleichung
dX = (c(t) +D(t)X)dt+ E(t)dW,

X(0) = X0

die eindeutig bestimmt L�osung

X(t) = Φ(t)

(
X0 +

∫ t
0

Φ(s)−1c(s)ds+

∫ t
0

Φ(s)−1E(s)dW

)
.

Dabei ist Φ die L�osung der gew�ohnlichen Di�erentialgleichung

_Φ = D(t)Φ

Φ(0) = id .

Bemerkung. Wenn D nicht von t abh�angt, dann kann Φ mit den aus der Analysis II

bekannten Mitteln bestimmt werden.
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8 Schwache Lösungen

Wir betrachten weiterhin die stochastische Di�erentialgleichung (7.1)

dX = b(X, t)dt+ B(X, t)dW

X(0) = X0.

Hierbei ist X0 eine Zufallsvariable auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,U , P).

8.1 Definition. Sei (HX0(t))t≥0 die von (W(t))t≥0 und U(X0) erzeugte Filtration. Eine
H(t)-adaptierte Zufallsvariable, welche die stochastische Di�erentialgleichung (7.1)

l�ost, bezeichnet man als starke L�osung.

8.2 Definition. Eine schwache L�osung von (7.1) besteht aus

(a) einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω̃, Ũ , P̃),

(b) einer Filtration (H(t))t≥0 auf Ω̃,

(c) einem Wienerschen Prozess (W̃(t))t≥0 auf Ω̃, die ein Martingal bzgl. (H(t))t≥0
ist,

(d) einem H(t)-adaptierten Prozess (X̃(t))t≥0,

so dass
dX̃ = b(X̃, t)dt+ B(X̃, t)dW̃,

P̃(X̃(0) ∈ B) = P(X0 ∈ B) f�ur alle B ∈ B(Rn).
(8.1)

8.3 Bemerkung. (a) Unter den dort angegebene Bedingungen zeigt Theorem 7.3

die Existenz starker L�osungen.

(b) Da (W̃(t)t≥0) ein Martingal bzgl. H(t) ist, ist das Itô-Integral
∫t
0
B(X̃, t)dW̃

erkl�art.

(c) Es braucht kein Zusammenhang zu bestehen zwischen (Ω,U , P) und (Ω̃, Ũ , P̃).
Insbesondere ist X0 keine Zufallsvariable auf Ω̃ und die Anfangsbedingung kann

nur �uber die Verteilung formuliert werden.

F�ur das n�achste Beispiel ben�otigen wir den folgenden Satz:
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8.4 Satz ([�ks03], Theorem 8.4.2). Sei W ein m-dimensionaler Wienerscher Pro-

zess und sei B eine (n×m)-Matrix von Funktionen, die in jedem L2[0, T ] liegen.
Der durch

dY = B(t)dW

gegebene Prozess hat genau dann die Verteilung eines n-dimensionalen Wie-

nerschen Prozesses, wenn

GGT = idn f. s.

8.5 Beispiel (Tanaka). Die stochastische Di�erentialgleichung

dX = sign(X(t))dW,

X(0) = 0.

besitzt keine starke, aber eine schwache L�osung.

8.6 Bemerkung. (a) Das Beispiel von Tanaka zeigt auch, dass die schwache L�oung

auch f�ur den Wienerschen Prozess (W̃(t))t≥0 keine starke L�osung ist.

(b) Die Fage nach der pfadweisen Eindeutigkeit macht gar keinen Sinn, weil Di�e-

rentialgleichung und L�osung i. a. auf verschiedenen Wahrscheinlichkeitsr�aumen

de�niert sind.

(c) Selbst wenn Di�erentialgleichung und L�osung auf demselben Wahrscheinlich-

keitsraum erkl�art sind, ist die pfadweise Eindeutigkeit nicht gegeben. Das zeigt

die Di�erentialgleichung

dX = dW, X(0) = 0,

welche im schwachen Sinn die beiden L�osungen ±W(t) besitzt.

8.7 Satz (Schwacher Eindeutigkeitssatz). Es seien b, B und X0 wie in Theorem 7.3.

Ferner seien (X̂(t))t≥0 und (Ỹ(t))t≥0 zwei Prozesse, de�niert auf den Wahrschein-

lichkeitsr�aumen (Ω̂, Û , P̂) und (Ω̃, Ũ , P̃), welche beide die stochastische Di�eren-
tialgleichung (8.1) l�osen. Dann besitzen X̂(t) und Ỹ(t) f�ur jedes t dieselbe Ver-

teilung.
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9 Die Markow-Eigenschaft

9.1 Bezeichnung. Es seien b und B wie im Existenz- und Eindeutigkeitssatz 7.3, sei

x ∈ R und sei s ≥ 0. Die eindeutige L�osung der stochastischen Di�erentialgleichung

dX = b(X(t), t)dX+ B(X(t), t)dW,

X(s) = x

bezeichnen wir mit Xs,x.

Im Fall s = 0 schreiben wir Xx.

9.2 Definition. Die stochastische Di�erentialgleichung hei�t autonom, wenn b und B

nicht von t abh�angen.

9.3 Bemerkung. Wenn die Di�erentialgleichung autonom ist, dann

Xs,x(s+ h) = x+

∫ s+h
s

b(Xs,x(u))du+

∫ s+h
s

B(Xs,x(u))dW(u)

= x+

∫h
0

b(Xs,x(v))dv+

∫h
0

B(Xs,x(v))dW̃(v),

wobei W̃(v) =W(s+v)−W(s). Die zweite Substitution sieht man durch Betrachtung

der elementaren Funktionen, denn h(uk)(W(uk+1)−W(uk)) = h(s+vk)((W(s+vk+1)−

W(s))−(W(s+vk)−W(s)) f�ur vk = uk−s. Man �uberlegt sich leicht, dass W̃ ebenfalls

ein Wienerscher Prozess ist. Andererseits gilt

X0,x(h) = x+

∫h
0

b(X0,x(v))dv+

∫ t
0

b(X0,x(v))dW(v).

Weil W und W̃ zwar beides Wienersche Prozesse sind, aber nicht dieselben, kann

die Eindeutigkeitsaussage von Theorem 7.3 nicht angewandt werden. Wegen Satz 8.7

besitzen Xs,x(s+ h) und Xx(h) aber dieselben Verteilungen.

9.4 Bezeichnung. Wir bezeichnen die Verteilung von X0,x mit Qx und den zugeh�origen

Erwartungswert mit Ex. In etwas formaler Schreibweise schreiben wir also

Ex(f1(X(t1), . . . , fk(X(tk)))) = E(f1(Xx(t1), . . . , fk(Xx(tk)))).

Die folgenden Aussagen und Beweise orientieren sich an § 5.3 von [Fri06].
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9.5 Bezeichnung. F�ur 0 ≤ s ≤ t, x ∈ Rn und A ∈ B(Rn) setzen wir

p(s, x, t, A) = P(Xs,x(t) ∈ A).

9.6 Theorem (Markow-Eigenschaft). Seien b, B und X0 wie beim Existenz- und

Eindeutigkeitssatz 7.3 und sei X die L�osung von

dX = b(X(t), t)dt+ B(X(t), t)dW,

X(0) = X0.

F�ur t ≥ s bezeichnen wir mit H(t) die von X0 und den W(s), 0 ≤ s ≤ t, erzeugte
σ-Algebra. Dann gilt f�ur jede Borelmenge A und s ≤ t

P(X(t) ∈ A | H(s)) = P(X(t) ∈ A | X(s)) = p(s, X(s), t, A).

9.7 Bemerkung. (a) Im Beweis wurde f�ur stetige, beschr�ankte Funktionen f ge-

zeigt

E(f(X(t)) | H(s)) = E(f(Xs,x(t)))
∣∣
x=X(s)

. (9.1)

Durch Approximation gilt diese Aussage auch f�ur beschr�anktes, messbares f.

(b) Wenn das System autonom ist, dann kann (9.1) auch wie folgt geschrieben

werden

E(f(X(s+ h)) | H(s)) = E(f(Xx(h)))
∣∣
x=X(s)

. (9.2)

Das ist Theorem 7.1.2 aus [�ks03].

(c) Mit Theorem 9.6 ist auch Theorem 3.32 gezeigt, denn der Wienersche Pro-

zess l�ost die stochastische Di�erentialgleichung dX = dW, X(0) = 0, und wir

hatten die Markow-Eigenschaft des Wienerschen Prozesses beim Beweis von

Theorem 9.6 nicht verwendet.

9.8 Definition ([Fri06], § 2.1). Eine Markowsche �Ubergangswahrscheinlichkeit ist ei-

ne Abbildung p(s, x, t, A), wobei 0 ≤ s ≤ t, x ∈ Rn und A ∈ B(Rn), welche folgende
Eigenschaften besitzt:

(a) p(s, ·, t, A) ist borelmessbar,

(b) p(s, x, t, ·) ist ein Wahrscheinlichkeitsma�, manchmal auch geschrieben als Ps,x,t,

(c) p erf�ullt die Chapman-Kolmogoro�-Gleichung

p(s, x, t, A) =

∫
Rn
p(λ, y, t, A)dPs,x,λ(y), s < λ < t.

9.9 Bemerkung. (a) H�au�g �ndet wird auch gefordert, dass Ps,x,t eine Verteilungs-

dichte besitzt. Dann meint man mit p(s, x, t, y) diese Verteilungsdichte. Die

Verteilungsdichte wird nicht von allen Autoren in derselben Form hingeschrie-

ben.
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9 Die Markow-Eigenschaft

(b) Friedman [Fri06] schreibt p(s, x, t, dy) f�ur dPs,x,t(y).

(c) In Friedman [Fri06], Theorem 2.1.1, wird gezeigt, dass es zu jeder Markow-

schen �Ubergangswahrscheinlichkeit einen Markowschen Prozess gibt, der die zu

der gegebenen �Ubergangswahrscheinlichkeit geh�orende Chapman-Kolmogoro�-

Gleichung erf�ullt.

9.10 Satz. Das p aus Bezeichnung 9.5 ist eine Markowsche �Ubergangswahrschein-

lichkeit.

9.11 Definition. Ein 5-Tupel
(
Ω,U , (U st )s≤t, x, (Px,s)x,s)

)
ist ein Markowscher Prozess

mit �Ubergangswahrscheinlichkeit p, wenn

(a) (Ω,U) ist ein Messraum, f�ur s ≤ t ist U st eine σ-Algebra, wobei f�ur s ′ ≤ s und
t ≤ t ′ gilt U st ⊆ U s ′t ′ , und U umfasst alle U st .

(b) x ist eine Funktion [0,∞[×Ω→ Rn, die bzgl. jedes U st messbar ist.

(c) F�ur x ∈ Rn und s ≥ 0 ist Px,s ein Wahrscheinlichkeitsma� auf dem Messraum

(Ω,U s∞), so dass

Px,s (x(s) = x) = 1,

Px,s (x(t+ h,ω) ∈ A | U st ) = p(t, x(t,ω), t+ h,A) f. s.

9.12 Bemerkung. Friedman [Fri06] schreibt den L�osungsprozess einer stochastischen

Di�erentialgleichung in § 5.3 mehr oder weniger konkret hin. Wie bereits fr�uher ver-

einbart, werden Versionen der L�osungen mit stetigen Pfaden gew�ahlt.

Dann setzt er C = C([0,∞[,Rn) und de�niert U st f�ur s ≤ t ≤ ∞ als die kleinste

σ-Algebra, welche f�ur jedes A ∈ B(Rn) und jedes u ∈ [s, t] die Menge

{f ∈ Ω | ∀u ∈ [s, t] : f(u) ∈ A}

enth�alt.

Ferner de�niert er einen Prozess X auf Ω durch

X(t, f) = f(t).

Es muss gezeigt werden, dass X(t) messbar bzgl. U st ist. Dazu sei A ∈ B(Rn). Dann
X(t)−1(A) = {f ∈ Ω | f(t) ∈ A} ∈ U tt ⊆ U st .
F�ur x ∈ Rn, 0 ≤ s ≤ t und B ∈ U st erkl�art er

Px,s(B) = P(X
s,x ∈ B);

wenn z. B. B von der Form {f ∈ Ω | ∀u ∈ [s, t] : f(u) ∈ A} ist, dann bedeutet Xs,x ∈ B,
dass Xs,x(u) ∈ A f�ur s ≤ u ≤ t. Also

Px,s(X(s) = x) = Px,s({f | f(s) ∈ {x}}) = P(Xs,x(s) ∈ {x}) = 1.
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Dass dieses Px,s ein Wahrscheinlichkeitsma� ist, ist klar.

Nun ist zu zeigen

Px,s (X(t+ h) ∈ A | U st ) = p(t, X(t), t+ h,A). (9.3)

Wenn wir mit Hs,x die Geschichte von X
s,x bezeichnen, dann haben wir wegen Theo-

rem 9.6

P(Xs,x(t+ h) ∈ A | Hs,x(t)) = p(t, X
s,x(t), t+ h,A).

Seien nun s < t1 < · · · < tm ≤ t und seien A1, . . . , Am ∈ B(Rn). Wegen D :=⋂m
j=1{X

s,x(tj) ∈ Aj} ∈ Hs,x(t) und der De�nition der bedingten Erwartung gilt

P(Xs,x(t+ h) ∈ A,Xs,x(t1) ∈ A1, . . . , Xs,x(tm) ∈ Am)

=

∫
D

χ{Xs,x(t+h)∈A} dP

=

∫
D

E
(
χ{Xs,x(t+h)∈A}

∣∣ Hs,x(t)
)
dP

=

∫
D

p(t, Xs,x(t), t+ h,A)dP

=

∫
χA1

(Xs,x(t1)) · · ·χAm(X
s,x(tm))p(t, X

s,x(t), t+ h,A)dP.

Um (9.3) zu zeigen, muss man f�ur jedes B ∈ U st folgendes zeigen

Ps,x({X(t+ h) ∈ A} ∩ B) =
∫
B

p(t, X(t), t+ h,A)dPs,x.

Wir machen das nur f�ur ein Erzeugendensystem, also nur f�ur B von der Form {X(t1) ∈
A1, . . . , X(tm) ∈ Am}. Aus dem, was wir gerade ausgerechnet haben folgt

Ps,x({X(t+ h) ∈ A} ∩ B) =
∫
χA1

(Xs,x(t1)) · · ·χAm(X
s,x(tm))p(t, X

s,x(t), t+ h,A)dP

=

∫
χA1

(X(t1)) · · ·χAm(X(tm))p(t, X(t), t+ h,A)dPs,x

=

∫
B

p(t, X(t), t+ h,A)dPs,x.

Damit haben wir gezeigt, dass (C,U , (U st )s≤t, X, (Ps,x)s,x) ein Markowscher Prozess mit
�Ubergangswahrscheinlichkeit p(s, x, t, A) ist.
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10 Stoppzeiten

10.1 Definition. Eine Zufallsvariable τ : Ω → [0,∞] ist eine Stoppzeit bzgl. einer Fil-

tration F , wenn

{τ ≤ t} ∈ F(t) f�ur jedes t ≥ 0.

Wenn die Filtration nicht genannt wird, handelt es sich um die Geschichte des Wie-

nerschen Prozesses.

Beispielsweise ist jede konstante Zufallsvariable mit Werten in [0,∞] eine Stopp-

zeit.

10.2 Satz. Seien τ1 und τ2 Stoppzeiten bzgl. F .

(a) Dann gelten {τ < t} ∈ F(t) und {τ = t} ∈ F(t) f�ur jedes t.

(b) min(τ1, τ2) und max(τ1, τ2) sind Stoppzeiten.

10.3 Satz. Es sei (X(t))t≥0 ein an die Filtration (F(t))t≥0 adaptierter Prozess mit

stetigen Pfaden. Wenn E eine abgeschlossene Menge ist, dann ist

τ = inf {t ≥ 0 | X(t) ∈ E}

eine Stoppzeit bzgl. der Filtration (F(t))t≥0.

10.4 Bemerkung. Die Stoppzeit aus Satz 10.3 bezeichnet man als Eintrittszeit (engl.

hitting time). Wenn E o�en ist, dann ist o�enbar auch

τ = inf {t ≥ 0 | X(t) /∈ E}

eine Stoppzeit. Man bezeichnet sie als Austrittszeit (engl. exit time). Mit Austritts-

zeit ist immer die Zeit des erstmaligen Verlassens gemeint. Die Zeit des letztmaligen

Verlassens ist i. a. keine Stoppzeit.

10.5 Definition. Sei G ∈ L2[0, T ] und sei τ eine Stoppzeit mit 0 ≤ τ ≤ T . Dann setzen

wir ∫ τ
0

GdW =

∫ T
0

χt≤τGdW.

Bemerkung. Weil min(τ, T) eine Stoppzeit ist, ist die Forderung 0 ≤ τ ≤ T keine

Einschr�ankung.
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10.6 Satz. Sei G ∈ L2[0, T ] und sei 0 ≤ τ ≤ T eine Stoppzeit. Dann

E
(∫ τ

0

GdW

)
= 0,

E

((∫ τ
0

GdW

)2)
= E

(∫ τ
0

G2 dt

)
.

10.7 Definition. (a) Mit M(Rn) bezeichnen wir den Raum der beschr�ankten, borel-

messbaren Funktion f : Rn → R. Er wird versehen mit der Supremumsnorm.

(b) Es sei p die �Ubergangswahrscheinlichkeit eines Markowschen Prozesses. F�ur

0 ≤ s < t <∞ setzen wir

Ts,t : M(Rn) →M(Rn), Ts,t(f)(x) =

∫
Rn

fdPs,x,t.

Ferner setzen wir Tt,t = id.

10.8 Bemerkung. (a) ∥Ts,t∥ = 1.

(b) F�ur 0 ≤ s < t < u gilt

Ts,tTt,u = Ts,u.

(c) Man bezeichnet (Ts,t)s<t als die zu dem Markowschen Prozess assoziierte Halb-

gruppe.

10.9 Definition. (a) Ein Markowscher Prozess hat die starke Markow-Eigenschaft,

wenn f�ur jede Stoppzeit τ gilt

Px,s (x(t+ τ) ∈ A | U sτ) = p(τ, x(τ), t+ τ,A) f. s.

(b) Wenn f�ur jede stetige, beschr�ankte Funktion f : Rn → R und jedes λ > 0 die

Abbildung

(t, z) 7→ ∫
Rn

fPt,z,t+λ

stetig ist, dann besitzt der Markowsche Prozess die Feller-Eigenschaft.

10.10 Theorem ([Fri06], Cor. 2.2.6). Sei
(
Ω,U , (U st )s≤t, x, (Px,s)x,s)

)
ein Markowscher

Prozess mit f. s. stetigen Pfaden, welcher die Feller Eigenschaft besitzt. Dann

besitzt der Prozess die starke Markow-Eigenschaft.

10.11 Lemma. Es gelten die Voraussetzungen des Existenz- und Eindeutigkeits-

satzes 7.3. Zu jeder Wahl von R, T > 0 gibt es C > 0, so dass

E
(
sup
τ≤t≤T

|Xs,x(t) − Xτ,y(t)|2
)

≤ C
(
|x− y|2 + |s− τ|

)
,

falls |x|, |y| ≤ R und 0 ≤ s ≤ τ ≤ T .
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10 Stoppzeiten

10.12 Theorem ([Fri06], Thm. 5.3.4). Der in Bemerkung 9.12 konstruierte Markow-

sche Prozess besitzt die Feller-Eigenschaft und damit auch die starke Markow-

Eigenschaft.

Der folgende Satz mit der zugeh�origen De�nition geh�ort thematisch zur Martingal-

ungleichung.

10.13 Definition. Eine Folge (Xn)n∈N von Zufallsvariablen konvergiert dem Ma�e nach

gegen eine Zufallsvariable X, wenn f�ur jedes ϵ > 0

lim
n→∞P(|Xn − X| > ϵ) = 0.

Wir schreiben Xn
P−→ X.

10.14 Bemerkung. (a) L1-Konvergenz, also Konvergenz im Mittel, impliziert Kon-

vergenz dem Ma�e nach. Die Umkehrung gilt i. a. nicht.

(b) Der Grenzwert dem Ma�e nach ist eindeutig bis auf eine Nullfunktion.

10.15 Theorem. Sei G ∈ L2[0, T ] und seien ϵ,N > 0. Dann

P

(
sup
0≤t≤T

∣∣∣∣∫ t
0

G(s)dW

∣∣∣∣ > ϵ) ≤ P
(∫ T

0

G2(s)ds > N

)
+
N

ϵ2
.

10.16 Theorem. Seien Gn und G in L2[0, T ] und sei
∫T
0
|Gn(t) −G(t)|2 dt

P−→ 0. Dann

sup
0≤t≤T

∣∣∣∣∫ t
0

Gn dW −

∫ t
0

GdW

∣∣∣∣ P−→ 0.

10.17 Definition. Eine Folge (Xn)n∈N von Zufallsvariablen hei�t gleichm�a�ig integrier-

bar, wenn E(|Xn|) <∞ f�ur jedes n und

lim
λ→∞ lim sup

n→∞
∫
|xn|>λ

|Xn|dP = 0.

10.18 Theorem ([Fri06], Lemma 1.3.6). Wenn (Xn)n∈N gleichm�a�ig integrierbar ist,

dann lim supn→∞ E(|Xn|) <∞. Wenn au�erdem noch Xn → X f. s. oder im Ma�e,

dann

E(|Xn − X|) → 0 und E(Xn) → E(X).

10.19 Satz. Sei G ∈ L2[0, T ], sei 0 ≤ τ ≤ T eine Stoppzeit und sei X(t) =
∫t
0
GdW.

Dann gilt

X(τ) =

∫ τ
0

G(s)dW(s). (10.1)

.
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11 Zeithomogene Markowsche Prozesse

Es sei (Ω,U , (U st )s≤t, X, (Ps,x)x,s) ein Markowscher Prozess im Sinne von De�niti-

on 9.11.

11.1 Definition. Eine �Ubergangswahrscheinlichkeit p hei�t station�ar, wenn

p(s, x, t, A) = p(0, x, t− s,A).

Einen Markowscher Prozess mit station�arer �Ubergangswahrscheinlichkeit bezeichnet

man als zeithomogen.

11.2 Bezeichnung. In diesem Fall l�asst man das Argument s in der Regel weg und

schreibt

Ps = Px,0, Ut = U0t , p(t, x,A) = p(0, x, t, A).

Wir schreiben auch, anders als Friedman, P̃t,x(A) = p(t, x,A), falls wir nach p(t, x, ·)
integrieren m�ussen.

11.3 Bemerkung. Gegeben sei eine autonome stochastische Di�erentialgleichungen.

In Bemerkung 9.3 hatten wir gesehen, dass der durch die L�osung gegebene Markow-

sche Prozess zeithomogen ist. In (9.2) hatten wir gesehen, dass

E(f(X(s+ h)) | H(s)) = E(f(Xx(h)))
∣∣
x=X(s)

.

11.4 Bezeichnung. Die zugeh�orige Halbgruppe Tt : M(Rn) → M(Rn) wird jetzt wie

folgt geschrieben:

(Ttf)(x) =

∫
Rn

f(y)dP̃t,x(y).

11.5 Beispiel. Was bedeutet das, wenn der Markowsche Prozess aus den L�osungen

einer autonomen stochastischen Di�erentialgleichung besteht?

Im Beweis von Satz 1.12 hatten wir gesehen, dass f�ur ψ ∈ M(Rn) gilt∫
ψdP̃t,x =

∫
ψ(Xx(t))dP.

Also

(Ttf)(x) =

∫
f(Xx(t))dP.

51



11 Zeithomogene Markowsche Prozesse

11.6 Bezeichnung. Zu einer gegebenen Halbgruppe wid mit M0(Rn) wird der Raum

derjenigen Elemente f ∈ M(Rn) bezeichnet, f�ur den

∥Ttf− f∥∞ → 0 f�ur t↘ 0,

wobei

∥g∥∞ = inf {C > 0 | λn(|g| ≥ C) = 0}

das wesentliche Supremum von g bezeichnet.

11.7 Definition. Der Erzeuger eines zeithomogenen Markowschen Prozesses ist gege-

ben durch

Pf = lim
t↘0

Ttf− f

t
, f ∈ D(P),

wobei D(P) aus denjenigen f ∈ M(Rn) besteht, f�ur die der Grenzwert existiert.
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12 Itô-Diffusion

12.1 Definition. Ein n-dimensionler Markow-Prozess mit stetigen Pfaden und stati-

on�arer �Ubergangswahrscheinlichkeit p(h, x,A) ist ein Di�usionsprozess, wenn

(a) f�ur alle Wahlen von ϵ > 0 und x ∈ Rn

lim
h↘0

1

h
p(h, x,Rn \ Bϵ(x)) = 0,

(b) es gibt Abbildungen b : Rn → Rn und a : Rn → Rn×n, so dass f�ur alle ϵ > 0 und
x ∈ Rn

lim
h↘0

1

h

∫
|y−x|<ϵ

(yi − xi)dP̃h,x(y) = bi(x), i = 1, . . . , n,

lim
h↘0

1

h

∫
|y−x|<ϵ

(yi − xi)(yj − xj)dP̃h,x(y) = ai,j(x), i, j = 1, . . . , n.

Dann bezeichnet man b als Drift und a als Di�usionsmatrix des Prozesses.

12.2 Lemma. Die folgenden beiden Bedingungen implizieren die Bedingungen (a)

und (b) aus der De�nition:

(a∗) Es gibt δ > 0 und x ∈ Rn, so dass

lim
h↘0

1

h

∫
Rn

|x− y|2+δ dP̃h,x(y) = 0,

(b∗) F�ur alle x ∈ Rn

lim
h↘0

1

h

∫
Rn

(yi − xi)dP̃x,t(y) = bi(x), i = 1, . . . , n,

lim
h↘0

1

h

∫
Rn

(yi − xi)(yj − xj)dP̃x,t(y) = ai,j(x), i, j = 1, . . . , n.

12.3 Theorem. Es gelten die Voraussetzungen des Existenz- und Eindeutigkeits-

satzes 7.3 mit zeitunbh�angigen b und B. Dann ist der gem�a� De�nition 9.11

konstruierte zeithomogene Markowsche Prozess eine Itô-Di�usion mit Drift b

und Di�usionsmatrix a = BBT .

Bemerkung. In [Fri06] wird das alles auch im zeitinhomogenen Fall gemacht.
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12 Itô-Di�usion

Wie in De�nition 11.7 bezeichnen wir mit P den Erzeuger der Halbgruppe und

mit D(P) seinen De�nitionsbereich.

12.4 Theorem. Jede beschr�ankte Funktion f : Rn → R von der Klasse C2 liegt in

D(P) und es gilt

P(f)(x) =
1

2

n∑
i,j=1

ai,j(x)
∂2f

∂xi∂xj
+

n∑
i,j=1

bi(x)
∂f

∂xi
.
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